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Ceci n'est pas un TP clefs en main : il proposeaiplurs activités pour partir a la découverte desmgétries

des espaces courbes, que lI'on peut relier a umedattion a la théorie de la relativité généralearp

exemple l'article p2 de ce méme numéro. Il conviendra d'adapter cesit#st au niveau de la classe et au

temps dont 'on dispose.

Objecﬁfs court chgmin d'_un point & un autre) de la sphéae :
eometrie est différente.

a sphére a une courbure constante positive alors
riangle, géodésiques) : 8_ue, le plan a une_courbure nulle partout. Cette
) Com[Sarer a géométrie plane et la géométri dlfferenpe se me}nlfeste dans\ le ) falt_ qu'il est

%mpossmle de fabriquer une sphere a l'aide despeti

- Découvrir quelques conséquences de la géométr

courbe o . . bouts de papier plats.
- Découvrir quelques conséquences astrophysiques

de I'espace-temps courbe. Le posic8ne
Matériel

(Ao : : . 1) Rappel sur le triangle
- Pour les €leves : papier bristol (quadrillé),anb  cpaque gleve trace un triangle sur une feuille et

adhésif de couleur (ou fil et punaises), agrafeuséyesyre ses trois angles a l'aide du rapporteus, pui

ciseaux, regle, rapporteur, crayon ;- vérifie que la somme des angles fait bien 180 degré
- Pour lintroduction : un planisphére et un globe

terrestre. 2) Fabrication d'un posicdone
Chaque éléve découpe une tranche dans le papier
Activités bristol comme illustré ci-dessous, puis raméne les
deux bords et les agrafe ensemble. On obtient alors
Introduction sur la courbure un posicéne, c'est & dire un cdne avec un point de

Le but de lintroduction est de faire prenolrecourbure positive. Toute la courbure de cette sarfa

. 1 v oo est concentrée a la pointe du cbne, alors que tout
conscience aux éléves qu'il y a des différence® ent P q

oint en dehors de la pointe a une courbure riLdle.
les surface courbes et les surfaces planes. Ptaur cd P

. ourbure totale de ce posicone est non nulle, ce qu
on leur propose de comparer le chemin le plus cou@e caractérise par Iepfait uil est im ossiiole ge
entre deux villes éloignées sur Terre, sur u p q P

planisphére et sur un globe terrestre : nI'aplatir sans le déchirer. Cependant, toute senfec

sur o pisphre e el pls drecadgne 11T, P 2 eI SO bt et smne
droite. On peut tracer cette ligne sur le planisphe  ceq 9

. . nulle en dehors de la pointe du cone.
puis la reproduire sur le globe terrestre ; P

- sur le globe terrestre, le trajet le plus diresttune  3) Comment tracer une géodésique ?

portion d'un grand cercle (une des géodésiquea de | es géodésiques sont les «lignes droites » dune
sphere). On pedut le tracer a l'aide d'un scotaimed' syrface courbe, c'est-a-dire les trajectoires qui
regle souple qui épouse la forme du globe ou encorgiinimisent la distance parcourue entre deux points.
d'un fil tendu entre deux punaises. Sur un plan, ce sont les droites que l'on tracaidel

En comparant les deux trajectoires, on se rendwune régle. Sur le posicone, on peut utiliseoldeau
compte qu'elles sont différentes et quelles M@st  de ruban adhésif pour tracer les géodésiquesutl f

la méme longueur: la plus longue est celle quicoller le ruban bien & plat (sans déformations)leur
correspond a la ligne droite du planisphere. On epapier bristol. On peut vérifier, lorsque l'on eeldes

déeduit que les lignes droites du plan ne sont @&s | agrafes et que I'on aplatit le posicone, que lamub
mémes que les «lignes droites » (au sens de plus

CCn° 152 hiver 2015 7



adhésif suit en fait une ligne droite pourvu qn## En conclusion de cette expérience, nous
passe pas sur la pointe du cone. Ceci réveletlgdai connaissons une procédure qui hous permet de
les surfaces en dehors de la pointe du cone sont deesurer la courbure totale d'une surface, et que I
courbures nulles, et partagent donc les mémepeut réutiliser pour mesurer la courbure totale
géodésiques que le plan: des droites. Il est ausdiautres surfaces.

possible de tracer ces droites avec une regle en

aplatissant partiellement le posicone, mais c'estisn Le négacane

pedagogique et ne fonctionnera pas avec une surfaﬁ . , A
de courbure constante comme la sphére. Fabrication d'un négacone

Pour fabriquer un négacone, ou selle de cheval, on
4) La somme des angles d'un triangle, ou ajoute une portion d'angle au papier bristol. C'est
comment mesurer la courbure totale ? l'inverse du procédé précédent (voir l'illustratein
Demander & chaque éléve de dessiner un triangiessous). D'abord, on découpe une portion de papier
grace au ruban adhésif. bristol
Chaque c6té du (comme une
triangle doit étre pe— portion  de

pizza) que
'on met de
coOté. Ensuite
avec une
feuille non

une «ligne
droite », ou géo-
désique, et on
veillera donc a ce
gue le ruban

adhésif qui utilisée, on
représente  un découpe une
des cOtés du Iigr_1e droite,
triangle soit collé puis on

bien a plat sans écarte les deux cotés de cette découpe pour yemseér

pliures. On demandera a quelques éléves de dessirl@rportion de papier bristol. Enfin, on agrafe pour
leur triangle de facon a ce que la pointe du pasico faire tenir ensemble la feuille de bristol avec la
soit en dehors, et aux autres dinclure la pointe &ortion inséree. . _

l'intérieur du triangle. On obtient alors un point de courbure négative. La
Ensuite, on défait les agrafes et on met la surdace surface ainsi formee a une forme de selle de cheval

plat (pour cela il faut découper un des cotés dycomme dans le cas du posicone, toute la courbure
triangle). Cela permet de mesurer & plat chaqué€ cette surface est contenue dans la « pointe » du
angle formé par les trois sommets du trianglen€gacone ; tout point en dehors de la « pointe » a
Demander a chaque groupe de faire la somme déne courbure nulle.

ces trois angles. On peut recueillir les résultbs

. 2) Somme des angles d'un triangle
chaque groupe et les regrouper sous la forme duB s S . A
Tz ot . o n peut répéter I'expérience faite avec le posicone
tableau, et réfléchir ensemble a la significaties d on trace un triangle (contenant le point de cowbur
résultats (qui sont a priori tous différents). 9 b

- . négative) grace au papier adhésif. On détache les
Voici quelques conclusions auxquelles on peut

- . ; agrafes et on mesure la somme des angles des
aboutir : seuls quelques éleves obtiennent 180f pou

N sommets du triangle. Cette somme est inférieure a
la somme (aux erreurs de mesures prés), ceux do g

le triangle ne contient pas la pointe du posicone T 0° - la différence entre 180° et le resultat obte

tous les autres groupes obtiennent un résuItaét‘.S;;[u‘,f(gg"_eC",jleslta ﬂﬂzfﬂmde-aﬁa[elaafig}g?egfepgfler
supérieur a 180° ; la différence entre le résultaf” ' gep

- . résultat obtenu pour une surface plane. Ce défaut
obtenu et 180° correspond a l'angle formé par la, onu p P

: , . - ,_d'angle est égal a la courbure totale contenueldans
portion de feuille que l'on a retirée, ce que l'on_. ) : L

s el . triangle, celle-ci ayant un signe négatif.

nomme unexces d'anglgar référence au résultat
obtenu sur une surface plane. Cet exces d'angle
correspond a lacourbure totalé de la surface

délimitée par le triangle.

sphére peut se décomposer en huit triangles égpailat qui
ont chacun un excés d'angle - donc une courbuatetetde
valeur p/2 ; la courbure totale de la sphére essdh somme
3La courbure totale d'une surface est l'intégraleutéace de la  des courbures totales de chacun des trianglesaérailix. On
courbure de Gauss. Elle se mesure en degrés adiems. Par  en déduit la courbure de Gauss de la sphére esadivisa
exemple, la courbure totale d'une sphére est #peffet, une  courbure totale par sa surface : 4p/(4pR2) = 1/R2.
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points. Elles forment alors un biangle, dont la s@m

des angles des deux sommets est égale a 180°. En
Voici quelques questions qui permettent de mettre ethéorie il est possible de former un biangle avec
ceuvre les concepts et procédures que l'on a dét®uvenimporte quel posicéne, mais plus la courbureldota

Pour aller plus loin

dans les activités précédentes.

Comment fabriquer une surface de courbure
totale nulle contenant un posicone et un négacone ?

Il faut que la courbure totale du posicone soitl&ga

est faible et plus les deux géodésiques se craoisero
loin.

Conséquence astrophysique : il y a des amas deamla
dans [l'univers qui
déforment tellement
I'espace-temps

Astre

lointain Direction de

I'image 2\

celle du négacbne (on ajoute une portion d'anglg po autour d'eux qu'ils
le négacone égale a celle enleveée pour le posicongjerturbent la propa-
En effet, les courbures s'additionnent (avec unesig gation de la lumiére
négatif pour les courbures négatives). On peut l&yui passe a proxi-
vérifier en tracant un triangle contenant les deuxmité. Dans notre
points de courbure (grace au ruban adhésif), et eaxemple avec le
montrant que la somme des angles du triangle egfosicone, les deux
égale a 180° (sauf erreur de construction). Lalmmer  rubans adhésifs peuvent représenter les trajestdie
totale est donc nulle. deux rayons lumineux. L'observateur situé a l'us de
croisements des deux rayons verrait alors deuxemag
du méme astre (voir dessin).

Sur la photographie prise par le Hubble Space
Telescope (HST)les quatre points brillants jaunes
pointés par des fleches (partie zoomée de I'image)
sont les images d'une méme supernova située a 9,3
milliards d'années-lumiére.

Supernova Refsdal
Galaxy Cluster MACS ]1149.6+2223
= ¥

Direction de
limage 1

Comment tracer un triangle rectangle équilatéral ?

La somme des angles d'un triangle rectangl
équilatéral doit étre égale a (90° * 3) = 270°fallit
donc fabriquer un posicéne de courbure totale (270°
180°) = 90°, en enlevant une portion de la feudke
bristol d'angle égal a 90°.

Hubble Space Telescope
ACS/WFC = WFC3/IR

L'espace-temps de la relativité générale
L'espace-temps est un espace a quatre dimensions
(voir l'article page 2). Dans la théorie de la tieité
générale développée par Einstein, la masse courbe
(positivement) l'espace-temps. Plus la masse est
compacte (une grande masse dans un petit volumne), e
plus la courbure est grande. Par exemple le Soleil
courbe l'espace-temps du Systéme Solaire. Il est
possible grace a des expériences de mesurer cette
courbure.

Par contre, il est impossible de s'imaginer la loote

d'un espace a quatre dimensions. On peut pourtant
faire une analogie avec la courbure des surfaces. L
posicbne que l'on a fabriqué contient un point de
courbure positive. Ce point pourrait correspondre a
notre Soleil si nous vivions dans un monde & deux
dimensions (imaginez-vous en petite fourmi évoluantEn e
sur une surface). En fait, le Soleil n'est pasaintp il

est étendu. La courbure de la surface devrait étr
continue. Il faut alors s'imaginer un posicéne séra
Par exemple, pour une calotte sphérique la courbur,
est continment répartie (il n'y a pas de casdiee,
pliure ou de pointe). La lumiére subit les déforinra

de l'espace-temps : les rayons lumineux suivent |eQuelques références

géodésiques de I'espace-temps courbe. Ces idées de TP sont tirées de deux références :

- « Les aventures d'Anselme Lanturlu : le trou moide Jean-Pierre
Petit. C'est une bande-dessinée téléchar-geabléuitgaent a
l'adresse :

-
STScI-PRC15-08a

ffet, sur la ligne de visée de la supernov@n@
milliards d'années-lumiére, se trouve une galaxie
fhassive (située dans un amas de galaxie plus large)
ui déforme l'espace-temps. Ce phénoméne se nomme
ntille gravitationnelle, et la forme en croix dpsgatre
images de la supernova une croix d'Einstein.

NASA and ESA

Les lentilles gravitationnelles, ou comment

fabriquer un biangle ? http://www.savoir-sans-
Fabriqguons un posicéne de courbure totalefrontieres.com/JPP/telechargeables/Francais/trouhtmo

suffisamment élevée (par exemple 180°). On trac%rlzsgre;t;nodels of surfaces with curvature, Howaeti,| Mansfiell

facilement deux géodesiques qui se coupent en deWp:/mww.gallup.unm.edu/~smarandache/SN/ScAmS42003.pdf
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