ARTICLE DE FOND

Chaos dans le systéme solaire ?

Philippe Robutel, IMCCE, Observatoire de Paris

Une évolution historique de la modélisation mathiéaue des trajectoires des planétes du systemérsola
ou comment on passe progressivement d’'un monddeidéat stable a un autre tres probablement
chaotique sur le long terme.

Le désor‘dre engendr'é par les Ainsi, une question fondamentale de la science dt
XVl ¢ siecle était de savoir si, d'une part, la loi de

perturbations planétaires Newton suffisait & rendre compte du mouvement
des planétes et d’autre part si le systéme sadtaie

En découvrant la force qui conditionne le mouve-§dtable malgré I'effet des perturbations planétaires

ment des corps célestes, Newton en 1686 permit |
vérification des lois établies empiriquement par

Kepler, tout en introduisant un léger désordre dangyeg perturbations « sous contrdle »
le mouvement des planétes.

La question fut d’abord résolue par Lagrange et
Laplace dont les travaux complémentaires
porterent la « preuve » de la stabilité du system
laire. Comme les ellipses donnent, au moins
emporairement, une bonne approximation des
Brbites des planetes, une des idées développées |
Laplace fut de s'intéresser aux déformations a
ngues périodes des éléments de ces ellipse!
ouvements dits séculaires.

Cette force de gravitation, qui attire deux corps
pesants, est proportionnelle au produit de la mas
de chacun des corps en interaction et inversemerg
proportionnelle au carré de la distance qui les
sépare. Ainsi, quand Jupiter et Saturne sont e
conjonction, la distance entre Jupiter et le Salsil

a peu prés égale a celle entre Jupiter et Saturn
mais la prépondérance de la masse du Soleil syf
celle de ces deux planétes fait que la force de
gravitation exercée pas notre étoile sur Jupiter ed=n 1773, Laplace expose devant I'Académie des
environ 3500 fois plus grande que celle queSciences, sa démonstration du fait que les demi
Saturne lui fait subir. La force exercée par leefol grands axes des planétes n'ont pas de variatio
sur les planétes étant largement prédominante, |g€culaire. lIs subissent de petites variationsogéri

interactions gravitationnelles entre les planétes ngues, ou plutdt quasi-périodigiedont les périodes

sont que des perturbations. En I'absence de cespnt de l'ordre de grandeur des peériodes de
perturbations, conformément aux lois énoncées pagévolution des planetes. Il s’agit donc de variagio

Kepler, les planétes graviteraient sur des ellipse@ courtes périodes (de l'ordre de quelques mois
dont le Soleil serait I'un des foyers. Leur quelques années, par opposition aux variation:
mouvement serait parfaitement régulier et doncséculaires), mais qui surtout sont bornées. L'anné
prédictible. L'existence des interactions planégir suivante, Lagrange soumet a [I'’Académie son
perturbe ces mouvements ; ils restent proches dé¥uveau mémoire sur le mouvement séculaire de
trajectoires décrites par les lois de Kepler pehdaninclinaisons et des noeuds des planétes (la ligae de
un certain temps du fait de la prépondérance daceuds étant l'intersection du plan orbital de la
I'attraction solaire puis s'en éloignent au couwss d planéte avec un plan de reférence, le plan de
temps, rendant problématique la prédiction de leur
trajectoire. _NeWton Iw-mém(_a, en SUSp_eCtant que op peut voir un mouvement quasi-périodique comme |
I'accumulation des perturbations pouvait désorgacomposition de plusieurs mouvements périodiquetndts. Si,

niser un systeme si bien réglé, émettait des doutg®ur un mouvement périodique, on retourne au mendépart

sur la capacité du systéme solaire & conserver $R'es un laps de temps appelé période, il n'epastie méme
régularité pour un mouvement qua3|-pef|0d|que_.___Pour _de tels

) mouvements, il n'y a pas de retour a la positidiale, mais on
peut en passer aussi prés qu'on le souhaite, aitioond
d’'attendre suffisamment longtemps.
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I'écliptique par exemple). Dans ce mémoire, ouretenus. Ce procédé fournissait des solutions
apparait pour la premiére fois les équationgeprésentant trés correctement le mouvement des
différentielles linéaires a coefficients constants,orbites planétaires sur un intervalle de temps,long

Lagrange montre que les inclinaisons sont bornéemais fini. En aucun cas les résultats obtenusidel’a

et varient de maniere quasi-périodique. La mémale telles approximations ne pouvaient avoir de sens
année, Laplace, en s’inspirant des travaux deur une durée de temps arbitraire.

Lagrange, donnera un énoncé similaire portant s
les excentricités et le mouvement des périhéli
planétaires.

We verrier apres son succes apporté par la
e?‘Jrédiction de la position de la nouvelle planéte
Neptune par le calcul des perturbations qu'elle
La stabilité du systéme solaire est donc avérée. Leexercait sur le mouvement d’Uranus, s’attacha a
demi-grands axes des planetes ne subissent pas améliorer les approximations faites par Lagrange et
variation séculaire. lls sont constants a de petiteLaplace. Il montra que I'ajout de termes négligés
variations a courtes périodes pres. Les excemsicit par ces derniers apportait des corrections non
et inclinaisons des planéetes ne subissent que deggligeables a leurs calculs, qui ne pouvaient donc
variations périodiques (principalement a longuesplus étre utilisés sur des durées indéterminéast To
périodes) autour de leurs valeurs moyennes. Lesn poussant plus avant les théories des pertur-
orbites sont donc parfaitement contraintes et ledwations, Le Verrier semblait douter de I'efficacité
variations de la forme et des mouvements desles méthodes des approximations successives pour
ellipses sont suffisamment petites pour que leprédire avec la précision voulue le mouvement des
orbites planétaires ne se coupent jamais, intertlisa planetes.
toute collision ou méme rencontre entre planéete
Cette vision du systeme solaire est tres différdpte
celle gu’en avait Kepler : les ellipses se déforimen
tout en étant animées d’'un double mouvement d
précession dont les périodes vont de 45 000 ans
quelgues millions d’années, I'un autour d’'un axe
perpendiculaire au plan de l'ellipse et I'autrecamt

S nest pas question d'aborder ici la nature des
séries utilisées en mécanique céleste. Disons
simplement qu'une des techniques résidait en la
ésolution par approximations successives des
éaquations régissant le mouvement des planétes du
systeme solaire. Le principe étant le suivant:
, ) N iy __calculons d’abord une premiére approximation des
d'un axe perpendiculaire a u1r] p_Iar_l de rgferen@ fix solutions des équations, par exemple celle pour
(par exemple le plan de I'éclipique a une dat€, e|ie |e mouvement des planétes suit les lois de
d_onnee). Mais, comme avec des Orb'tes.keplel'(epler, et supposons que la solution exacte est
fiennes, tous,I(_as_ mouvements  sont parfaltemerggale a cette derniere plus une (petite) quantité
réguliers et predictibles. inconnue. En injectant la solution ainsi construite
dans les équations initiales, on est en mesure
. .. . d’écrire I'équation dont la perturbation que I'on a
Les petits diviseurs sement le ajoutée est solution. On résout alors approxima-
doute tivement cette nouvelle équation et on itére le
processus. L'idée étant qu'a chaque itération, on
Ces travaux, méme s'ils ont fait grandements’approche de plus en plus de la solution exacte de
avancer la mécanique céleste et certaines branchesquation initiale.
des mathematiques, ne fournissaient pas une preuv@ Verrier fut le premier a suspecter que
irréfutable de la stabilité du systeme solaire,smai I'apparition, dans ces calculs, de termes appelés
plutot de la stabilité que prédit le modele utilise « petits diviseurs » tendait & ne pas faire dimitae
Pour simplifier les équations et ainsi pouvoir lestaille des termes perturbateurs successifs autant q
résoudre, seuls les termes princigautaient |es astronomes ne I'imaginaient. Constatation qu'il
exprimait sous la forme Qes termes acquierent

2 Deux approximations importantes sont utilisées dees
travaux. D'abord le recours au systeme séculage écrivant  nels au carré, au cube et aux puissances supérigesemnasses
les équations qui régissent les déformations ddipses planétaires. Lagrange et Laplace se sont limitda partie
représentant les orbites planétaires, on constatellap principale, dit systtme séculaire d'ordre un desses. La
comportent des termes a courte période (périodepldaetes deuxiéme approximation consiste a faire un dévelommt du
sur leurs orbites) et d'autres & beaucoup plusuesgériodes second membre des équations séculaires en puisshe
dits termes séculaires. On construit le systemelaiée en excentricités et inclinaisons limité a un degré ronLes
calculant la moyenne de ces équations sur leseop#riodes, excentricités et inclinaisons planétaires étartilési Lagrange
moyenne que l'on obtient par approximations sudeessLa et Laplace se sont limités a I'ordre un de ces tidsn Il
partie principale est de I'ordre des masses plaeétdpetite  s’agissait donc d’équations différentielles linéaira coef-
devant la masse solaire) et les termes suivantspsoportion- ficients constants
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par l'intégration de tres petits diviseurs ; et il En conséquence, si les méthodes utilisées par I
en résulte, dans les intégrales, des termes das a lastronomes peuvent prédire avec grande précision
seconde approximation, et dont les coefficientanouvement des planéetes sur un intervalle de temp
surpassent ceux de la premiére approximation. Sfini, elles ne peuvent, en aucun cas, étre utdisée
I'on pouvait répondre de la valeur absolue de cegpour prédire la stabilité perpétuelle du systeme
petits diviseurs, la conclusion serait simple : la solaire. La question reste encore une fois entiére.
méthode des approximations successives devrait
étre rejetées. Il remarqua également que ces 7 . .
diviseurs dépendaient de la valeur des demi-gran es mathématiciens au secours
axes moyens des planétes et en conclut que ce cd'u sysféme solaire

se produit pour les planétes du systeme solaire peg | de Poi . I
étre totalement différent si I'on prend d’'autres h reprenant les travaux de Poincare portant sur

valeurs des demi-grands axes. D'oli lidée que le§ONvergence des séries issues de la théorie di

solutions fournies par les méthodes d’approximap.erturbat'ons’ entre 1957 et 1967, les mathemati

tions successives ne représentent pas avec le merigns A N. Kolmqgorov, V.J._Ar_nolq etJ. Mo_ser,
degré de fidélité les solutions exactes lorsque |'o apporterent une réponse Qefmltlve a !a question d
fait varier les parameétres du systeme considér ,co.nverg_e?ce dte ces|§e;|r:a§ en KdAelt//Ieloppant uf
(masses planétaires connues a cette époque as{Bgorie maintenant appelee theorie :

peu précisément, demi-grands axes moyens...). Ills montrerent, en particulier, que Poincaré avait

Cette idée que la convergence des séries issuas gdaison q,gapd_ll ,pomtalt la _divergence des SEeres
ais qu’il était également un peu trop pessimiste

théorie des perturbations dépend de la valeur d N S .

parametres, ou des conditions initiales, sera forma omme Favait pressenti Poincare, |a nature de ce
lisée par Henri Poincaré quelques années plus tar
Il montra d’abord qu’on ne pouvait pas résoudre led
équations du probleme des trois corps (par exempl
Jupiter, Saturne, Soleil) comme on le faisait pou
celui des deux corps. Tout espoir de trouver un

[airement, si 'on s'intéresse au cas d'un systéeme
lanétaire, on pourra trouver des conditions ileiia

positions et vitesses des planétes a un instar
gdonné) pour lesquelles les solutions des equation

solution exacte du mouvement des planétes dgu mouvement seront obtenues par des série
systéme solaire était donc a abandonner ; la Seufé?r!ver.gentes. Ces mouvgments seront 0,'0”0 quas
issue restante était la construction de squtionQe”Od'queS’_ et en consequence, pgr_petgellemel
approchées, par les meéthodes que fournissait @ab'??- M_al_s_, pour ung _|nf|me mOd'f'Cat'O.n des
théorie des perturbations. Poincaré, en simplifianfspnd'tIons |n|t|ale§, Ies' Series pourrgnt, au Gangy
les méthodes d’approximations successives utiliséeg'verger,et I?? Irajectoires des p"'?“.‘e‘es perdeomt .
ture réguliere. Dans ces conditions, on peut voi

par les astronomes, précisa comment résoudre, N itre d hé N de  diffusi
tout ordre, les équations ainsi obtenues. Il montr pparall rle te$ i)_eno_menesd € O'I.t.us'p?aﬁpou
également que l'apparition des petits diviseursSSdUE'S 1€S AECIOIFES ISSUES de conditions

inhérents & ces méthodes entrainait la divergendgonduisant a des séries divergentes peuvent visits

des séries ainsi construites. Mais ces sériesr-diveune g_rande _partleAde 'eSPace’ sans que - ce
gentes au sens des mathématiciens, pouvaie xcursions puissent étre bornées sur un temps.infin

fournir des approximations des mouvements ien au contraire, les solutions quasi-périodiques

planétaires tres satisfaisantes a condition de sgont confinées dans des régions données et limiteg

limiter a un intervalle de temps fini :Lkes termes e l'espace. La théorie KAM va encore bien plus

de ces séries, en effet, décroissent d'abord tré}?'n enbldoor;nant L(er)tg mgs'LtJ'reI de la Itallle ”df
rapidement et se mettent ensuite a croitre ; mais, €"S€MPI€ des conditions Initialés pour lesquelies

comme les astronomes s'arrétent aux premierges séries sont convergentes. Elle montre que |

termes de la série et bien avant que ces termes aietallle des régions de divergence, donc dinstailit

cessé de décroitre, I'approximation est suffisantéejndt ver? Z€ro aV?C I? taﬂl(—: dt? ![_a pertl:rbattlom. E
pour les besoins de la pratique. La divergence d autres termes, plus |a perturbation est petites p

ces développements n'aurait d'inconvénients que ? probablljte que la trajectoire issue de con'dmo
l'on voulait s'en servir pour établir rigoureusenten Initiales tirées au hasard soit chaotique estéaibl

certains résultats, par exemple la stabilitt duDans un article publié en 1963, Arnold applique
systeme solaife. cette théorie au probléme des n-cérps montre

3 H. Poincaré, Méthodes nouvelles de la mécaniquestl # Il donne une démonstration rigoureuse pour troipsgune
tome 2, réimp. A. Blanchard, 1987, p. 1. étoile et deux planétes) et indigue comment on nadgur
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que, si les masses des planétes, leurs excergrgtité En revanche, la simulation effectuée par G.
leurs inclinaisons sont suffisamment petites, laSussman et J. Wisdom en 1988, incluant les
majorité des conditions initiales conduit a desplanetes extérieures de Jupiter & Pluton, mit en
solutions quasi-périodiques, et donc stables sur uévidence les irrégularités du mouvement de cette
temps quelcongue. Mais peut-on vraiment parler delerniere ; mais sa masse étant trés fRibées

la stabilité d’'un systéeme planétaire lorsque l'ait s mouvements chaotiques n’affectaient pas sensible-
gu’'une variation, méme infime, des conditionsment celui des planétes géantes. L’année suivante,
initiales peut entrainer des mouvements totalemergn combinant des méthodes analytiques a l'intégra-
irréguliers ? C’est en 1977 qu'une réponse futtion numériqué Jacques Laskar, montra que le
apportée par le mathématicien soviétigue N. Nsysteme solaire pouvait se décomposer en deux
Nekhorochev. Il montra en effet que la diffusion sous-systémes dont la nature des mouvements était
d'une trajectoire située a proximité d'une orbite fondamentalement différente. S'il confirma que les
quasi-périodique était un phénomene tres lent, drajectoires des planetes géantes étaient trés
que par conséquence, on pouvait toujours bornaggulieres, il montra au contraire que le mouvement
cette diffusion sur un temps fini mais trés long.a long terme des planétes telluriques (Mercure,
Ainsi, méme si les planetes n’étaient pas animées dvénus, la Terre et Mars) était chaotique. Il selitbla
mouvements parfaitement réguliers, leur trajectoiraainsi que les conclusions de la théorie KAM
réelle était presque indiscernable d'une trajeetoir pouvaient s’appliquer aux planetes gazeuses mais
guasi-périodigue, au moins sur des périodepas aux petites planetes de notre systeme. Ce chaos
comparables a la durée de vie du systeme solairebservé dans les trajectoires des planétes rocheuse
soit une dizaine de milliards d’années. se révélait par une grande sensibilité aux conitio
g_litiales qui rendait leur mouvement imprévisible
sur des échelles de temps de l'ordre de la centaine
|ede millions d’années.

Les résultats évoqués ci-dessus restaient parfait
ment théoriques, en particulier, ils ne s’appligodi
que si les masses, les excentricités et
inclinaisons des planetes étaient suffisammenEn pratique, I'écart en deux solutions croit
petites, et en tous cas, bien en deca de celles d@xponentiellement avec le temps. Si I'on commet
Jupiter. Mais les estimations utilisées lors de laune erreur de 15 metres sur la position initialéade
démonstration des théoremes de stabilité n'étanterre, I'écart de position au bout de 10 millions
certainement pas optimales, il ne faisait que peu dd’années sera de 150 metres, ce qui reste excgllent
doutes que leurs améliorations les rendraientnais aprés 100 millions d’années, I'écart entre les
applicables a notre systeme solaire. C’en était dondeux solutions initialement voisines sera d’environ
fini de l'instabilité du systéme solaire, la viside 150 millions de kilometres, soit la distance qui
Laplace d’'un systéme parfaitement et perpétuellesépare le Terre du Soleil! Il devient donc
ment réglé avait triomphé. impossible de prévoir la position des planétes

telluriques sur de telles périodes. Cela ne permet

pas pour autant qu’il y ait des collisions entrg le
Une vision moins tranchée planétes. Sur 200 millions d’années, méme si I'on
. _ i ] , ne peut pas prédire la position des planétes
A partir des années 1980, l'usage intensif deggcheuses, les variations de leurs éléments orbitau
ordinateurs ouvrit une nouvelle voie pour la demi-grands axes et excentricités) restent bornées
résolution approchée des équations régissant l§gterdisant toute intersection d’orbites.

mouvements planétaires. Les premiéres intégrations . _
numériques des planétes géahtas 200 millions En raison du caractére chaotique du mouvement des

d'années conduisirent & des solutions quasiplanétes telluriques, il nest pas possible deidg&cr

périodiques du méme type que celles obtenues p&€  trajectoire isolée. En revanche, on peut
Laplace et Lagrange. s'intéresser au comportement statistique d’un

ensemble de trajectoires voisines, en calculant la
probabilité que se produise un comportement
donné. C'est ce type d'étude qu’entreprit J. Laskar
en 2008. Il montra en particulier que la probadbilit

généraliser pour un nombre arbitraire de corps.si®lus

généralisations de la preuve d’Arnold ont été éahdepuis.

5 Si les planétes géantes ont une grande influencelesu
mouvement a long terme des planétes telluriquésyefse 6 La masse de Pluton est d’environ 7,7°1fasse solaire a
n’est pas vrai. Un modeéle constitué exclusivemast glanétes  comparer aux 5,3 e celle de Neptune.

géantes et du Soleil auguel on a ajouté la massepldeetes 7 J. Laskar construisit le systtme séculaire d’oxdrax des

terrestres est donc cohérent. masses, qu’il intégra numériquement.
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de voir I'excentricité de Mercure dépasse@B5 vers les confins du systéme) en repoussant |
milliards d’années était de 1 %, et que pour cwta planetes vers les positions qu'elles occupen
solutions particuliéres, Mercure pouvait rencontreractuellemerit. Méme si cette activité collisionnelle
Vénus, sans pour autant que l'orbite de la Terre en’a plus rien de comparable a celle gu’elle étajt i
soit sensiblement affectée. Parmi le grand nombra 3,8 milliards d’'années, elle garde encore un
de solutions voisines explorées pour obtenir cemnfluence non négligeable sur la prédictibilité des
statistiques, il trouva quelques situations remarqu mouvements planétaires. C’est en 2011 que Jacqu
bles pour lesquelles 'augmentation de I'excertiici Laskar et ses collaborateurs, en étudiant I'infbgen
de Mercure est suivie de celle de Mars quides astéroides de la ceinture principale sur les gr
déstabilise I'ensemble du systéme solaire interneastéroides Cérés et Vesta, découvrirent que |
Méme si, dans la majorité des cas, le chaos dans faouvement de ceux-ci €tait bien moins régulier
systeme des planétes telluriques n'entraine pas dgpi’'on ne le pensait jusqu’ici, allant méme jusqu'a
cataclysme sur la durée de vie du systéme solair@baisser le seuil de prédictibilité de leur posité
(celle du Soleil), des collisions ou des éjections500 000 ans. Ce phénomene, qui ne semble pas tr
restent possibles. spectaculaire, a pourtant une conséquence ass
Ieurgnattendue sur’notre compréhAensioln de cIimgt
éjections hors du systeme planétaire, peuverherrestres passes. En effet,__ meme etant de\falb
paraitre surprenantes, elles ne sont finalement p asse, les principaux astéroides ont une mfluar]ce
ong terme sur le mouvement des planete

aussi rares qu’on pourrait le croire. Deux argument h L ts étant chaoti )
vont dans ce sens. Le premier est que I'on découyr@CNEUSES. LEUrs mouvements etant chaotiques, |

de plus en plus de planétes nomades ou encolfduisent, par le biais des perturbations qu'ils

orphelined cest a dire des planétes ne gravitantexercent sur Igs planétes, une certaine irrégélarit
plus autour d'une étoile, et dont on pense qu'elleSUr leur dynamique.

ont été éjectées du systéme dans lequel ellemse sAinsi, la valeur des éléments orbitaux, comme
formées. Le deuxieme argument provient des évoluFexcentricité de la Terre, n'est pas prévisible au
tions récentes dans la compréhension de ldela de 60 millions d’années dans le futur, mai
formation du systéme solaire. En affinant leségalement dans le passé. Ce qui limite a cetteedur
scénarios de formation de celui-ci, les astronomefa reconstitution précise des paléo-climats.

se sont convaincu que des phénomenes catastro-

phiques ont marqué sa jeunesse.

Si ces collisions entre planétes, comme

Certai 48| I gel éférences
ertains moceles, comme Ceux appeles « MOAeIe G€x  panan-Dalmedico, J-L.Chabert et K. Chemla
Nice » et « grand virement de bord ssupposent é

. . o R o . (sous la direction de), Chaos & déterminisme,
que les planetes géantes étaient, a I'origine, bie oints Sciences, Le Seuil (1992)
plus proches du Soleil guelles ne le sont o . ' _
actuellement. Au tout début de la formation du- @ Lune etlorigine de 'Homme. Pour la Science,
systéme solaire, sous l'effet du gaz contenu dans IN° 186, Pp 34 - 41, Avril 1993.
nébuleuse protoplanétaire, les planétes géantes sées systemes planétaires sont-ils pleins a cre@ue
seraient déplacées vers l'intérieur (Jupiter ayrait Dossier Pour la Science N°64, juillet-septembre
atteindre la position qu'occupe Mars actuellement)2009.
pUiS inversant leur marche, s’en seraient élOignéeS - Le Systéme solaire est-il stable ? Jacques Lask
Dans un deuxiéme temps, aprés la disparition d@ourbaphy,  séminaire  Poincaré  (2010).
gaz, les planétes géantes, plongées dans un disg@p://www.bourbaphy.fr/laskar.pdf.
de planétésimaux trés dense, se seraient déplacéese grand bombardement tardif et la formation du
vers I'extérieur du systeme solaire. En effet, lessystéeme solaire. A. Morbidelli.
rencontres et rapprochements trés nombreux entigitp://www.planetastronomy.com/special/2006-
les planétésimaux et les planetes tendraient &eéjec special/20nov06/morbi-obspm.htm
les premiers (une partie sur le Soleil et une autre Quand Jupiter était & la place de Mars !

https://www.oca.eu/spip.php?article559 ]
8 |l faut une excentricité d’au moins 0,7 pour querdlee
puisse couper l'orbite de Vénus.
9 En anglais : free-floating planets ou sub-browrads: 11-] a cratérisation des petits objets du systéme reotabntre
10 Voir : Les systéemes planétaires sont-ils pleingagwer ?  lintensité de cette activité collisionnelle passégoir
Dossier Pour la Science N°64, 2009 et égalementhttp://www.planetastronomy.com/special/2006-
https://www.oca.eu/spip.php?article 559. special/20nov06/morbi-obspm.htm
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