ASTRO-PHYSIQUE : LA FRONDE GRAVITATIONNELLE

Résumeé

Les grandes agences spatiales qui lancent des soadeavers le Systeme solaire utilisent une
technique maintenant bien maitrisée qui est cedld’assistance gravitationnelle. Cette derniere
permet a un engin soit de prélever de I'énergigidine gravitationnelle a une planéte a proximité
de laquelle il va passer afin d’accélérer pour attlre plus rapidement une cible plus lointaine soit
de lui restituer cette énergie afin de ralentirf@gmment pour se satelliser autour de cette penet
On montre dans cet article que ce phénomene eattacher au probléme de mécanique céleste
bien connu des trois corps et qu'un tel transfééndrgie n’est possible que parce la planéte a
proximité de laquelle I'échange se produit est @uwement autour du Soleil.

Introduction

L'exploration du Systeme solaire a l'aide de som#egssite depuis ses début en 1958 - passage de
Luna 1 (URSS) a proximité de notre satellite nelturde disposer de lanceur puissant capable de
donner a la charge utile I'impulsion nécessairergmarvenir a destination. Les conditions pour
atteindre cet objectif dépendent essentiellemeritotdget visé et de la masse de la sonde envoyée
en mission. Or, encore aujourd’hui et malgré lesgmes réalisés dans la conception et la
fabrication des lanceurs, on ne dispose pas taljdes moyens techniques et/ou financiers pour
parvenir rapidement au but visé. lllustrons cesfiatiftés avec I'exemple de la mission
BepiColombo lancée récemment en direction de MercMéme si cette planete se rapproche
guelquefois a moins de quatre-vingt huit milliores ldiomeétres de la Terre, il faut savoir qu'il est
plus facile en temps et en énergie d’atteindretdupqui se trouve pourtant a plus de six-cents
millions de kilométres de nous. Les lois de la mégpae céleste impliquent en effet qu’il est moins
colteux de voyager vers les planetes extérieurasotte Systeme solaire que vers celles situées
plus proches du Soleil.

Le billard cosmigue : quelgues rappels de mécaniguegleste
Dans le Systéme solaire les objets tournant autouBoleil obéissent en premiére approximation
aux trois lois delohannesKepler (1571-1630) qui s’énoncent ainsi :

Premiere loi: Chaque planete décrit, dans le systeme hélingaet une ellipse dont un des foyers
est occupé par le Soleil.

Deuxiéme loi: La droite qui joint le Soleil a une planéte lalaes aires égales pendant des
intervalles de temps égaux.

! Les lois de Kepler font I'approximation, pour upkanéte quelconque, de négliger l'influence gesionnelle des
objets autre que le Soleil pour décrire son mouveme



Par exemple, sur la figure ci-dessus, la planetdenm@éme temps pour faire le trajgPPque pour
faire le trajet BPs.

Troisieme loi: Le carré de la période de révolutidbnd’'une planéte est proportionnel au cube du
demi-grand axea de l'ellipse, la constante de proportionnaliténétalentique pour toutes les
planétes d’'un méme systéeme planétaire.
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Ces lois, découvertes empiriquement par Keplerrtir ples relevés de position de la planéte Mars
réalisés parTycho Brahé (1546-1601), ont été justifiées ultérieurement fem lois de la
meécanique dsaac Newton (1642-1727) appliqguées au Systeme solaire dangllézs planetes se
déplacent sous I'action des forces d’interacticavigationnelle entre chacune d’elles et le Soleil.

/ Soleil P

.... H-—'—Ir ‘—. FP/S = _FS/P
' FP,-’S Fs,-*P
L’intensité de ces forces est donnée par I'expoessuivante :
m.m
F=G. Sdz B avec
d:HP
m :massedu Soleil=2.10kg - m_:massedelaplanéte
G : constantedela gravitation universelleavec G =6,67.10" unité Sl

Bien évidemment ces différentes lois s’appliquegtlément pour décrire les interactions
gravitationnelles et les mouvements qui en découlans les systemes planéte/satellite (naturel ou
artificiel).

2 La période de révolution est le tempsnécessaire a la planéte pour parcourir complétesen orbite. Le demi-
grand axea d'une orbite est égal a la moitié de la distantteed’aphélie (point de I'orbite le plus distani dSoleil) et
le périhélie (point de I'orbite le plus proche &oleil).



Pour notre étude en relation avec I'envoi de sopoes explorer d’autres objets du Systéme solaire
a un moindre codt énergétiqgue et avec satellisatientuelle autour de I'objectif, il nous faut
connaitre :

* la vitesse\7LP : C'est la vitesse, mesurée dangdé&rentiel planétocentrigue qu’il faut

donner a I'engin pour I'arracher a l'attraction ldeplanete considérée depuis sa surface et
gu’on appelle vitesse de libération.

e |les vitessesflpH . C'est la vitesse, mesurée dansgd&rentiel héliocentrique, de la Terre

et de la planete visée. On I'appelle vitesse debita
* lLa vitesseVSP : C'est la vitesse, mesurée dangdigrentiel planétocentrigue de I'objectif,

gu’il faut donner a I'engin pour que ce derniersatellise en fin de parcours. On I'appelle
vitesse de satellisation. La valeur de cette degrest variable selon I'orbite choisie autour
de la planete cible mais elle doit étre inférieuta vitesse de libération.

Le tableau suivant présente deux de ces diffé@ataents pour quelques planetes inférieures et
supérieures de notre Systéme solaire :

Mercure Vénus Terre Mars Jupiter
Vpy (km/s) 47,9 35,0 29,8 24,1 13,1
vip (km/s) 4,2 10,4 11,2 5,0 59,5

Pour simplifier I'étude on considérera par la suijee :

* les orbites des différentes planetes sont ciragaice qui est proche de la réalité puisque
leur excentricité est, pour la plupart, trés faible.

* les orbites des différentes planétes sont toutess da méme plan qui est celui de
I'écliptique.

* La masse des planetes est négligeable devant adell8oleil et nous aurons toujours
'approximation(my + mp) & my avecmy : masse du Soleil etp : masse de la planéte.

Envoi d'une sonde terrestre vers une planéete : orbe d’'Hohmann

L’envoi d’'une sonde depuis la Terre vers une ppelt se faire selon de nombreuses trajectoires.
Ces dernieres vont se distinguer par deux caratitpres : la durée du voyage et le codlt
énergétique. Sur ce dernier point une des trajestdés plus économiques et certainement la plus
simple est I'orbite de transfert déohmann®, qui est tangente aux orbites de départ et d&eriv
C’est celle qui minimise la dépense d’énergie negies pour passer de la Terre a la planéte visée.

Le schéma ci dessous illustre le cas d’'un transtdn une orbite d’'Hohmann entre I'orbite de la
planete B, distante de, du Soleil, et I'orbite de la planetg,Rlistante de; du Soleil. Elle permet

donc de passer d’'une premiere orbite circulaingna deuxiéme en utilisant uniqguement deux
manceuvres de courte durée consommant le moinsrgiE&r@ossible. On applique d'abord un

changement de vitessé‘\*/2 tangentiellement a la trajectoire circulaire depaté pour changer

 Walter Hohmann (1880-1945) était un ingénieur ra#lad passionné d'astronautique. Avec le russe &uirst
Tsiolkovski (1857-1935), I'américain Robert Godil§1882-1945) et I'austro-hongrois Hermann Ob¢t804-1989)
il fait partie des pionniers de cette disciplinenuvrage écrit en 192&,L'atteignabilité des corps célestesest le
premier texte ou I'on rencontre le concept d'ortidransfert.
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l'orbite en une ellipse d'apogée et de périgées. Au périgée, on appligue un changement de
vitesseAVl, toujours tangentiellement a I'orbite, pour daciser I'orbite a un rayon.

On peut montrer & I'aide de considérations énergéd que le module de la vitesse héliocentrique
VSH d’'une sonde (S) parcourant une orbite elliptigueci—celle de Hohmann - est donnée, en

n’'importe quel point, par 'expression suivante :

v, =Gm @2 -Ya)
avecr : distance sonde-Soleil at: demi-grand axe de l'orbite de transfert d’Hohmayui vaut,
d’'apres le schémé;, + ry)/2.

Prenons maintenant I'exemple d’une sonde que karhaite envoyer, depuis la Terre (planétg P

en direction de Mercure (planetg) Belon une orbite de transfert d’Hohmann. Onait faut tout
d’abord I'extraire du puit gravitationnel terrestfeour I'étude suivante on va considérer que ceci
est fait et que la sonde s’est placée sur uneeosbiire accompagnant notre planéte dans sa ronde

dans le Systeme solaire a la vitesse héliocentidgu29,8 km/s. Sa vitesa’ﬁ%H est alors celle d'un

objet parcourant I'orbite d’'Hohmann passant a qumehe et dont nous noterons le modudgs.
On a alors:

r=r,=150.10 m
a=(r, +r)/2 =%.(58 +150).10m = 104.16 m

En parvenant au niveau de MercuﬁseH est celle du périhélie de I'orbite d’Hohmann. Soadule

sera nOteVSH]_. Dans ce cas
r=r;,=5810m

Apres calcul nous obtenons :
v. =223km/s
SH2
v. =576km/s
SH1

* La démonstration de cette expression est donnéerezxe.
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Au départ, apres étre sortie du puit de potentialitationnel de la Terre, la sonde possede sa
vitesse héliocentriquery de 29,8 km/s. Pour qu’elle emprunte 'orbite dasfert il faut l&reiner
jusqu'a la vitessevsye, de 22,3 km/s. A l'arrivée, apres avoir parcouruntaitié de l'ellipse
d’Hohmann d’'une maniére passivelle a une vitesse héliocentriqugi; de 57,6 km/s alors que
Mercure, a laquelle elle doit « s’arrimer », a uitesse héliocentrigueyy de 47,9 km/s. La encore

il faut la freiner jusqu’a la vitesse de Mercure sur son orbite dangférentiel héliocentrique.
Résumons tout ceci dans un tableau :

Vitesse héliocentrique Valeur (km/s) Différentiellgdkm/s)
Initiale (Terre)vry 29,8 75
Aphélie (Hohmannysy, 22,3 '
Périhélie (Hohmanmsy: 57,6 97
Finale (Mercureywy 47,9 '

La diminution de l'intensité de la vitesse a l'ajaéet au périhélie de l'orbite de transfert
correspond a une décelération et donc, en vertulaiesde la meécanique newtonienne, a
'application d’une force résistante obtenue awemise en route de rétro-fusées consommant une
certaine quantité de carburant. Nous savons quegmaner la sonde, depuis le sol, sur une orbite
confondue avec celle de la Terre il est nécesshr&ui donner la vitesse de libération dans le
référentiel terrestrg.p = 11,2 km/s. On a donc des accélérations du mé&dre en valeur absolue,

ce qui induit logiquement que pour parcourir I'eebi’Hohmann jusqu’a la satellisation de la sonde
autour de Mercure il faut dépenser une énergier@mveux fois supérieure a celle nécessaire pour
la placer sur une orbite solaire voisine de celldadTerre. Dans le cas ou de telles manceuvres sont
réalisées a l'aide de rétrofusées il faut alorsabep une importante quantité de carburant qui va
s’ajouter a la masse initiale. On se heurte iciea dontraintes insurmontables liées aux limites
(éventuellement techniques mais surtout économjgdes fusées actuelles : il faut essayer de
trouver autre chose. La solution a tout d’abordd&eeloppée par les ingénieurs de la NASA en
s’appuyant sur les travaux de plusieurs mathéneascie la premiére moitié du XXiecle : il
s’agit de l'assistance gravitationnelle appeléeledgant I'effet de fronde gravitationnelle. Cette
technique a tout d’abord été étudiée phchael Minovitch au début des années 1960 alors qu'il
était étudiant a 'UCLA et qu'il travaillait durar®té au JPL. On pensait auparavant que les
voyages vers les parties externes du Systeme esalairseraient possible qu'en développant des
lanceurs extrémement puissants utilisant des néacteicléaires permettant de fournir une poussée
considérable.

L’idée principale était la suivante : en s’apprathauffisamment prés d’'une planete une sonde,
soumise a son attraction, va échanger avec ell&ergie. Ceci aura pour effet de modifier sa

trajectoire, sa vitesse — on peut de cette facaeéléer ou freiner une sonde - et méme son
inclinaison par rapport au plan de I'écliptique Sgoour cela devoir mettre en route un moteur et
consommer du carburant. Pioneer 10 est la prerag@rde a utiliser cet effet en 1973 en s’appuyant
sur l'accélération communiquée par Jupiter pouirst Systeme solaire. Pioneer 11 fera de méme
en 1974 pour poursuivre son voyage vers SaturneinBtalO, en 1974, exploitera également

I'assistance gravitationnelle en s’appuyant sucdap de pouce fourni par Vénus pour atteindre
Mercure. C’est aujourd’hui une technique récurrgrdar la plupart des sondes envoyées explorer
les objets du Systeme solaire. Voyons commenbisgie la physique permettent ce gain d’énergie
qui « semble » gratuit.

Lois de la mécanigue et assistance gravitationnelle

® Ce qui signifie sans aucune énergie additionrel#onc sous la seule influence de I'attractiomisel Rappelons que
nous négligeons dans ce modeéle simplifié I'attoacgravitationnelle des autres objets du Systéstwrs.
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Pour simplifier I'étude nous allons, pour un olgeinné, diviser I'espace en deux régions dont la
premiére est appelée sphére de Hill : c’est laoréde I'espace centrée sur I'objet et dans laquelle
son pouvoir gravitationnel domine sur celui du 8of@’est donc une approximation de la sphére
d'influence gravitationnelle de I'objet considélé, plus souvent une planéte. Elle est désignée
d'aprésJohn William Hill (1812-1879). Son rayamy, . est donné par I'expression

rHILL = as\l mP/3mH

aveca : demi-grand axe de I'orbite héliocentrique déj& (en général une planéete), : masse de
I'objet, my : masse du Soleil. Nous avams, = 2.1G° kg
On peut alors dresser le tableau suivant pourggeslplanetes du Systeme solaire.

Planétes a (10km) mp (107 kg) e (10 km)
Mercure 57,9 0,330 0,22
Vénus 108,2 4,87 1.22
Terre 149,6 5,98 15
Mars 227,9 0,64 1,09
Jupiter 778,3 1900 53,3
Saturne 1427,2 568 65,4

L'utilisation de cette division nette de I'espanedeux régions est bien sdr une simplificationaet |
transition entre une influence prépondérante deiSel celle dominante de la planéte est, dans la
réalité, progressive. De plus I'existence de lnfaanule jamais I'autre. Cependant l'introductien d
cette approximation permet de simplifier considkmatent I'étude de notre probleme. On peut faire
guelques remarques a propos de ce tableau :

e Jupiter, trois fois plus « lourde » que Saturneependant une sphere d'influence dont le rayon
est plus petit de 20%. Ceci est di a I'éloignerpkrg grand de la planete aux anneaux et donc a
I'attraction gravitationnelle plus faible du Solgison niveau.

* La Lune se trouve largement a l'intérieur de laesplil'influence de la Terre aqar= ry, /4 (r.
est le rayon de I'orbite lunaire dans le référdm@centrique).

Spheére de Hill
de (P)

® La détermination de cette expression n'est paglsiroar il faut se rappeler que la planéte conéilést en
mouvement autour du Soleil, ce qui a une influengela détermination dey, . . Mathématiquement parlant, la sphére
de Hill est le lieu ou le gradient des champs gatiginnels de la planéte et du Soleil s'équilibrergst & dire le lieu ou
les forces de marée des deux objets sur un traéstEarmasse négligeable sont égales. On trouvesalpldétails sur le
sujet en annexe.

(voir https://fr.wikipedia.org/wiki/Sphére _de Hill ainsi que
https://fr.wikipedia.org/wiki/Discussion:Sphére_de_ Hill )




Les outils étant maintenant en place, voyons conritesst possible d'économiser de I'énergie
embarquée en profitant d'un échange d'énergie tgtiavinelle entre une planete et une sonde
spatiale passant a proximité de cette derniere.

Considérons tout d’abord, en s’appuyant sur le reehéi-dessous, le mouvement de la sonde a
'approche de la planete (P) en se placant danéféeentiel attaché a la planéte, c’'est a dire dans
lequel la planéte est au repos. On se limiterauamtent a la portion de la trajectoire de la sonde
situéed l'intérieur de la sphére de Hill.

— direction
V Mouvement de la sonde A / du
InP parrapporta P s
g _ Vv —£__ Soleil
1| Sonde "derriere” la planete InP V
“MaxP

\
P

"-\ ( )4rection du V;,,p = VOutP
) Soleil ‘\

Mouvement de la sonde
par rapport a P \

- B Sonde "devant" la planéte
e r—
F ’ B

VOutP vOutP

Ce schéma représente les deux cas possibles : dhegda sonde contourne (P) en passant
« derriére » par rapport au sens du mouvefrégm{P) autour au Soleil alors qu'a droite elldalié
en passant « devant ».

Il est capital, bien entendu, que la sonde aitutesse suffisante a I'entrée dans la sphére de Hil
en A pour ne pas étre capturée par la planéetee @éisse doit donc étre supérieure a la vitesse de
libératiorf en A. Dans ces circonstances la trajectoire detale, dans le référentiel considéré lié &

la planete, est une branche d’hyperbole. Par s'}en@rvitesséjomp de la sonde a la sortie de la

sphére de Hill est identique en valeur a la vitec.ﬁeetrée\znp , seule sa direction a changé. En

résumé, la sonde passe a proximité de (P), daé&&entiel de cette derniére, avec une vitesse qu
augmente tout d’abord jusqu’a une vaIéZJMraxP au point le plus proche puis qui diminue jusqu’'a

retrouver en B une valeur identique a celle du tiéhlA : en module nous avo¥is,p = Vinp.

" Sur les schémas proposés (P) se déplace, daférentiel héliocentrique, en direction du coinéigur droit.
8 Rappelons que la vitesse de libération d’'une péaest celle que I'on doit donner & un objet pouil gchappe
« définitivement » a son attraction. Elle dépendadenasse de la planéte mais aussi de la distarioe objet et le

centre de la planéte selon I'expressign = /2G.m /r avecm, masse de la planéteretlistance de I'objet au centre
LP P

de la planéte. Dans le cas pratique de Jupitenqus étudions ici on écring = .
p pratiq pitenqg ‘@LJ JZG.mJ/r
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Voyons maintenant comment les choses se passemjulon les observe depuis un référentiel
héliocentrique dans lequel la planéte a une vitééPsHe. Pour déterminer les vitessé:éIH et
n

—

VOutH d’entrée et de sortie de la sonde de la zone dénfte de P dans ce référentiel, il faut faire

— — —

-, : 7 + 7 : + 7 -
une composition des vecteurs apéc =V _+V_ let\V =V _+V_ [ Les constructions

géomeétriques de ces sommes vectorielles sontessglr le schéma suivant et I'on constate bien un

gain en module et un changement de direction dédase de la sonde a travers le Systeme solaire
apres son passage a l'intérieur de la sphére agéndle de P.

A VInH Mouvement de la sonde vInH v < V
Vv InP par rapport au Soleil A QutH inH

VInP
VPH
'\7,,:: vitesse de (P)
par rapport au Soleil
vp;: vitesse de (P) (P)
par rapport au Soleil
VOutH
v Mouvement de la sonde B
VC‘utH -2 InH T par rapport au Soleil

© NASA - JPL

Pour illustrer cette technique d’'assistance grtwitaelle et en montrer l'intérét nous allons
considérer le passage de Voyager 1 a proximit@pieed qui s’est effectué en mars 1979.



VUE EQUATORIALE

40 T EUROPA
+30 .
o o AMALTHEA o
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Sur le schéma ci dessus on constate que la traged® la sonde est trés proche du plan équatorial
de la planéte. On considérera par la suite que tetfectoire est pratiquement plane et contenu
dans ce plan équatorial.

-24 HRS

CA : Approche minimum

£10%

\ o—CA '\.\ N
‘/_qu HRS 0 HRS °

q'-.

RENCONTRE ENTRE VOYAGER 1 ET JUPITER

1 180 a0 BO0 GO0 SA0
Milliers de km © NASA

Sur la figure ci dessus est représentée la trajeade Voyager 1 dans le référentiel de Hill attagh
Jupiter. C’est donc une hyperbole parcourue enawnrpoins de quatre jours. Au cours de cette
traversée il croise les orbites des principauxligatede la planéte géante. A I'entrée dans lasph

de Hill la sonde a une viteégé]m et a sa sortie cette vitesse a changé de direptian devenir

\7OutJ (référentiel lié a Jupiter). Ces deux vecteurslamhéme amplitude et font entre eux un angle
de 98,6° (donnée NASA). En effet, a l'intérieurldesphere de Hill de Jupiter, on peut considérer
gue Voyager 1 arrive de « l'infini » avec une vsﬁek/m dont le module est supérieur a la vitesse

de libération de Jupiter pour cette distance —dgedtoire de la sonde, dans le référentiel de la
planéete, est donc bien une branche d’hyperbole retetirne a « l'infini » en ressortant de cette

région avec la vitess\a!O 5 qgui a le méme module ql)éInJ . Lors de son passage au plus proche de
u

Jupiter ou périastre — noté CA au sommet de lachade I'hyperbole — la vitesse de la sonde a une
valeur maximum de 29,0 km/s par rapport a la pkthét

° Ce dernier est lui-méme peu incliné sur le plafiégiptique.

% Dans la notation des vitesses, la leftr@our Planéte) devient un(pour Jupiter).

' Notons que, dans le référentiel héliocentriqueyitesse la plus grande durant cette interactiarc alupiter dans sa
sphére de Hill atteint 37,1 km/s un peu apres &sg@ge au périastre (donnée NASA). Ce décalagdiest €hit que le
rayon vecteur du périastre n’est pas dans la dredu vecteur vitesse héliocentrique de Jupiter.
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Dans le référentiel de Jupiter.

VInJ = VOutJ V: anomalie vraie

ﬁ (‘u'[l\}' vl‘,lu[ I) 3
/ —
/ Vi / Vouts
l{.l'
/ /
4\5 ~98,6° /
¥
S ,
b 5 !

J 7
S
7o s

La NASA fournit les deux diagrammes suivants poévdiution de la vitesse de la sonde lors de
son passage dans la sphéere de Hill. La quantigenatnomalie vraie» est I'angle entre le rayon
vecteur de la sonde par rapport a Jupiter et leneegreliant le centre de Jupiter au périastre
(négatif avant le passage au périastre et pogitdsd comme indiqué sur la figure ci dessus. On
constate bien que, dans le référentiel planétagesetr la courbe de vitesse est symétrique par
rapport a la position d’anomalie vraie nulle et tpgitesse a la sortie de la sphére de Hill eatetg

a celle que posseédait la sonde lors de son erRg¥econtre, dans le référentiel héliocentrique, le
module de la vitesse de la sonde en quittant larspthe Hill est supérieur a celui de celle qu’elle
avait en I'abordant. C’est ce que I'on appelleféetle «fronde gravitationnelle ».

~40
vitesse héliocentrique

de la sonde (km/s) L~

vitesse planétocentrique

de la sande (km/s) e \\
30

/ 20
\ ‘ B © NASA

-139 -100 50 0] +50 +100 +138 -138 -100 =50 0 +50

V . Anomalie vraie (°) V :Anomalie vraie (°)

D’autres données sont disponibles pour étudie€ehément. Il s’agit tout d’abord des valeurs des
modules de la vitesse de la sor\zflmeH a I'entrée dans la sphére de Hill et de la viteksdupiter

—

VJH dans le référentiel héliocentrigud¢ous avons :
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Vinn = 12,6 km/s Vi =12,8 km/s

Nous pouvons alors construire les diagrammes \ietsBrdes vitesses d’entrée et de sortie dans les
référentiels planétocentrique et héliocentriques \w@leurs des angles indiqués sont fournies par la
NASA ou calculées d’apres les données disponibles :

Sortie de la sphére de Hill

Entrée dans la sphére de Hill

Dans le triangle des vitesses de gauche (entréeldaphére de Hill) exprimons le module de la
vitesse VInH a partir des données connues (fournies par la NASA)tilisant la relation entre les

carrés des cotés d’'un triangle quelconque :
V2 =V? +V? -2V .V .c0sp3,8°)
InH InJ JH InJ JH

On résout cette équatibravecV,,; comme inconnue et on obtient :  |V,,; = 10,8 km/$

Comme déja indiqué nous savons ey = Ving = 10,8 km/s, ce qui permet de trouver, sur le
triangle des vitesses de droite (sortie de la gptiéHill), le module de la vitesSgy :
V? :V2u +V; _2V0utJ'VJH'COSG-62'4O)

OutH Ou

Tout calcul fait, nous obtenons alors :  [Voun = 23,3 km/$

On constate donc bien, dans le référentiel hélimcpre, une augmentation importante du module
de la vitesse de 12,5 km/s de la sonde. Elle a dgatement augmenter considérablement sa
guantité de mouvement et son énergie cinétiquaillds cet aspect en s’appuyant sur les deux
lois fondamentales de la dynamique concernées ici :

¢ Laloi de conservation de la guantité de mouvement

12| es diagrammes vectoriels représentés ne sorérfenat justes quantitativement mais correspondemlsinent &
une visualisation des positionnements relatifsvéeseurs les uns par rapport aux autres.

13 Seule la racine la plus grande de I'équation diorse degré convient puisque l'autre ¥st; = 0,45 km/s Cette
derniére est beaucoup trop faible pour que la s@oie une trajectoire hyperbolique dans le réfigbde Jupiter.
Dans ce cas la elle aurait été détruite dans leet@imosphére de Jupiter.
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Selon les deuxiéme et troisieme lois du mouvementiewton, I'impulsion appliquée a la sonde du
fait de la force gravitationnelle de la planete iaque une modification de sa quantité de

mouvementAf)SH dans le référentiel héliocentrigue. De méme l'imjou fournie a Jupiter du fait

de l'interaction gravitationnelle avec l'engin sphta également entrainé un changement de la
guantité de mouvemerﬂ&f)JH de la planete dans le méme référentiel héliocardriq

Nous pouvons écrire, pour la sonde de masse

Ap =mV -mV =m.AV
SH S OutH S InH S SH
A\78H est le changement de la vitesse héliocentriquexd®nde suite a la
rencontre de cette derniére avec la planéte Jupitar construction
-V . L'angle de 42,8°
H InH

entre les deux vecteurs vitesse est une donnédéelééducelles fournies par
la NASA.

vectorielle ci contre montre qué\.\VSH =V0t
u

Pour Jupiter la relation précédente est du méme Btp sachant que
AVJH est la variation de vitesse de Jupiter dans le regfiel

héliocentrique, nous avols

A_pJH = mJ'\7 -m.V W mJ'A\7JH

JOutH J dn

La conservation de la quantité de mouvement posydeeme (sonde + Jupiter) impose alors que :
Ap +Ap =0 = m.AV =-m.AV
JH SH J JH S SH
Le rapport des modules des variations de vitessgoas égal au rapport des masses et on donc :
AVJH = (ms/ mJ ) AVSH
Nous pouvons calcul&V sy sur le diagramme ci dessus avec :

AV? =V? +V? -2V 'V .cos@28°) = AV_=165km/s*™
SH OutH InH OutH InH SH

Sachant que m = 722 kg et M = 1,91Ky nous obtenons finalemeh¥ ;, = 3,8.10° km/s.

Cette valeur est extrémement faible mais ne pesipa considérée comme nulle car la variation
de vitesse de la sonde lui est directement liégpe@dant on peut la négliger vis a vis du
mouvement de Jupiter qui, a son échelle, n'estpasut affectée par une telle perte de quantité de
mouvement.

* Laloi de conservation de I'énergie cinétique
La nature conservative d’'un tel rapprochement exdrgue, dans le référentiel héliocentrique, la
somme de I'énergie cinétique de la sonde et de dellJupiter avant la rencontre est égale a celle

1V inm €t Vioun SONt, respectivement, la vitesse orbitale de dupin référentiel héliocentrique & I'entrée dedade

dans la sphéere de Hill et celle a sa sortie.

> On remarquAV sy #Voun — Vinn - En effet sipy =y + ’\7 ’\7
SH Outl OutH InH

_\7mH ,on aHAVSH

H
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des mémes quantités apfésNous devons donc vérifier que le gain en éneoiigétique de
Voyager durant son passage a proximité de Jupiteegpond a une perte de la planéte de méme
valeur absolue. Voyons cela.

Le gain est énergie cinétique de la sonde peutigéc

AE_ =m_ 22 -V )

OutH InH

En remplacant les différentes grandeurs par lel@uvaaumérique nous obtenons :

AE_ =(7222)((233.10) - (12,6.10)°) =13%GJ
Pour Jupiter nous avons de méme :
AE =m /22 -V? )
JH J

JOutH JinH

\7JmH et \7JOutH sont les vitesses héliocentrique de Jupiter awtdéb a la fin de l'interaction

associée a l'assistance gravitationnelle. Nous resavque V -V. =AV mais V. et
JOutH JinH JH JinH

—

VJO . étant trés proches I'une de I'autre nous alloésnige la relation précédente differemment :
u

— —

AEJH = mJ/2 '(VJOutH '\7J0utH _VJIZnH ): mJ/2 '|-(VJ|nH + A\7JH )(\/_;InH + A\7JH )_VJTnH J

AEJH = mJ/2 '(VlenH _VJIZnH + 2'VJ|nH 'AVJH + (AVJH)Z): mJ '(VJlnH 'AVJH + (AVJH)Z/Z)

\ Le second terme de la parenthese est négligeabéamtdie premier et il nous
\ reste :

—

AE =m.V AV
JH J JinH

JH

\ =7 -
\ m, 4V, =-m_ .4V,

AE =-mV AV =-m.V AV .costV/ ,AV )
S JinH SH JinH SH

JH S JinH SH

by

Il nous reste a caIcuIet:OSQ/JI H,AVSH). Pour cela raisonnons sur le
n

diagramme vectoriel de gauche correspondant a akdai vitesses. Les
valeurs d’angle qui y figurent on été calculéescdagformule d’Al Kashi de
la généralisation du théoreme de Pythagore a andlé quelconque. On

assimile bien entendu le vecté«lijrInH au vecteur considéré comme constant

pendant l'assistance gravitationnelle représenté\_bjg(vitesse de Jupiter

dans le référentiel héliocentrique).

(V, ,AV_)=(V ,AV_)=180-1056°-503°=241°

JinH’
Finalement :

16 Si I'énergie potentielle de la sonde a varié penda traversée de la sphére de Hill, le bilanl fmare I'instant de
son entrée et celui de sa sortie est nul.

Y Durant la courte période ou l'assistance gravitatelle de Jupiter est opérationnelle on considée le vecteur
vitesse héliocentrique de la planéte ne changeipas module ni en direction.
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AE =-722x128.10x16,5.10x0,913=-139GJ

JH
Donc nous trouvons bien que :

AE_=-AE =139GJ

Pour obtenir une telle énergie a I'aide d’'une mistdion alimentée par un ergol chimique il aurait
été nécessaire de tripler la masse de la chalgdars du lancement. Quand on se rappelle, en plus
gue Voyager 2, jumeau de notre exemple, a profjeénent de I'assistance gravitationnelle de
Saturne puis de Neptune et enfin d’'Uranus, on nd pe’étre convaincu de l'intérét de cette
approche astucieuse du vol cosmique.

Remarquons que la perte d’énergie cinétique patefup et donc le gain pour la sonde Voyager -
dépend directement de la vitesse héliocentriquéadglanéte. Si cette derniére avait été nulle
I'assistance gravitationnelle n'aurait pas été imssll est donc clairement établi ici que le gain
d’énergie cinétique héliocentrique de Voyager dusam rapprochement avec Jupiter est totalement
dépendant du fait que la planéte elle-méme est mvement dans le Systéme solaire. Ceci est
confirmé par la constatation que, dans le repemeébbcentrique ou Jupiter est bien entendu au
repos, la sonde ne gagne aucune énergie cinéticpidé sa traversée du systéme jupitérien puisque
Vous =Ving.

Autre interaction semblable a I'assistance gravitabnnelle

Dans la rubriqgue pédagogique de son site, la NASépgse un exemple pour illustrer le
fonctionnement de I'assistance gravitationnell@gigyant sur une analogie. Cette derniere, illustrée
par le dessin ci-dessus, fait intervenir un corfgoioviaire en mouvement qui représente Jupiter se
déplacant le long de son orbite autour du Soleilreenfant représentant un vaisseau spatial et qui
lance une balle de tennis. Cette derniere, en dmute train, lui transfere une partie de son
impulsion.

50 km/h BT

J
J
B
>3 ) o

e =
il

D'aprés C. Kohlhase (© NASA)

Intéressons nous aux vitesses proposees sur lie.dessfant voit sa balle de tennis s'éloigner de
lui & une vitesse de 30 km/h. Le Soleil, assislaynate-forme et au repos par rapport au lanceur,
fait le méme constat. Le conducteur du train \eiballe arriver a environ 80 km/h, puisque le train
se déplace a une vitesse de 50 km/h par rapp@tladans le sens contraire de la balle qui arrive
vers lui. Le train et la balle interagissent avaee wuitesse relative de 80 km/h. Dans le référedtiel
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train la balle rebondit sur I'avant du train a gres80 km/h, ce qui, pour un observateur au bord de
la voie, vient s’ajouter au 50 km/h du train. Léegse de la balle aprés le choc atteint donc @ans |
référentiel du lanceur une valeur prothde 130 km/h puisque la masse m de la balle est
négligeable devant celle M du train. Ce scénari@eslogue a celui ou la vitesse d’'un engin spatial
se composant avec celle de la planéete « repars &rebond » avec une valeur encore plus élevée,
bien que le «rebond » de I'engin spatial soit umeraction gravitationnelle, donc sans contact, et
non pas un choc comme dans cette analogie. Ri¢ond@nt a cela puisque ce sont les méme lois
de conservations (quantité de mouvement et éneigtiqué®) qui s’appliquent ici aussi. D'autres
analogies sportives peuvent bien sir étre propas#eme le tennis ou le ping-pong.

L’assistance gravitationnelle est un cas particulie probléme des trois corps de la mécanique
céleste, que les astronomes connaissent depuisilesix fondateurs déoseph Louis Lagrange
(1736 — 1813). Dans ce probleme, comme dans laityarésenté ici, il existe deux corps massifs et
un troisiéme corps de masse beaucoup plus faideun se déplacant dans le champ gravitationnel
des deux autres. Le troisiéme corps est considéngne ayant une masse infiniment petite qui est
soumise aux forces d’attraction des deux autres nhai'exerce aucune force sur ces derniers,
approximation satisfaisante bien qu’incorrecte pancipe. Le mouvement des cometes dans le
Systéeme solaire est un sujet classique appartemargrobleme des trois corps. Des solutions
particulieres indiqguent comment une orbite héliccgune de type paraboligue peut étre
transformée en une orbite hyperbolique ou elligidors de la rencontre avec une planéete. Les
parametres essentiels dans chaque cas sont :
v le paramétre d'impatt3 c’est a dire la distance perpendiculaire entreeletre de la planéte et
la direction d’approche asymptotique planétocgotride la cométe.

4

ql

—_—
1 VInP

l 0 : paramétre d'impact

(P

—

] = B YO_utP

—

v la vitesse d’évasion d'un objet a partir de laaafde la planéte, a savMLrP = ‘/ZG.mP/RP ,

ou, rappelons-le, G est la constante de gravital@Newton, mest la masse de la planéete gt R
son rayon

v’ la vitesse héliocentrique de la planéte
v’ la vitesse d’approche planétocentrique de la caméte

Du fait que la masse de Jupiter est beaucoup griaisde que celle de n'importe quelle autre
planete, elle joue le rble le plus important dangdrturbation des orbites des comeétes.

18 En réalité le lanceur balance sa balle dans urectiin qui fait un certaine angle avec celle deda. Si, par

exemple, cet angle vaut 30° la vitesse de reborid Halle vaudra, en toute rigueur, 127 km/h, peodés 130 proposés
ci dessus.

19 On néglige ici la variation d’énergie potentiaii@vitationnelle de la balle au cours de son mow@regm

% On rencontre également cette grandeur en physiggléaire, par exemple en étudiant la diffusionmhesiculesa
par les noyaux d'or dans I'expérience d’Ernest Brftird (1909).
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Un autre exemple du probléme des trois corps geaitddnné en considérant la capture éventuelle
d'un objet passant d’'une orbite hyperbolique a anbite elliptique autour d'une planéte. Dans le

probleme des deux corps, impliquant uniguementdagte et I'objet, la capture est impossible. Le

corps frappe la planéte ou passe pres d’elle selmm hyperbole centrée sur cette derniére. Mais si
un deuxieme corps massif — un satellite de la peapar exemple - est ajouté au probléme, la
capture de l'objet devient possible dans des citamces trés particuliéres.

40 Avec les moyens informatiques actuels, les
Terre20 Au 77 calculs nécgssaires pou;4 configurer le
0 35 Neptune I\anc_;ement et la trajgctoire de_s sondes destinées
e 25 AU 89 a sillonner le Systéme solaire ne posent plus
~ 30 Hiahis aucun probleme et on peut envisager, pour une
225 24 |an 86 méme sonde, plusieurs passages a proximité
=3 de plusieurs planétes pour optimiser de la
b= 20 meilleure fagcon son voyage et sa
g consommation de carburant. Citons ci dessous
o 15 5~ Saturme vitesse de Voyager 2| quelques exemples particuliéerement
5 % 25Au 81 spectaculaires dans lesquels le procédé a été
ﬁ 10 : largement utilisé :
@ Jupiter ™.
o 5 9Jul 79 Mariner 10 : Premiere utilisation de
-">: Vitesse de libération du Systeme solaire| |'gggistance gravitationnelle en 1974 a
0 Distance heliocentrighe proximit¢ de Vénus afin de modifier sa

0O 5 10 15 20 25 30(U.A.)

D'aprés Cmglee - Travail personnel, CC BY-SA 3.0,
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=15353712

trajectoire en direction de Mercure.

Voyager 2: Lancé en 1977 en direction du
Systéme solaire extérieur cette sonde a pu prafiefassistance gravitationnelle de Jupiter pour
rejoindre Saturne, de cette derniére pour se diviges Uranus et enfin de celle ci pour atteindte 1
ans apres son départ Neptune. Sans ces « coupsicke gie la gravitation il aurait fallu au moins 30
ans pour parvenir au but final de son voyage.ut tependant remarquer qu’'un tel exploit n’a été
possible que grace a un ensemble particulierenasatrdble des positions relatives de toutes ces
planetes qui ne se reproduit que tous les 276\émgger 1, dont le mouvement est pris comme
exemple dans les pages précédentes, n'avait ceiggs Jupiter, que la planéte Saturne.

En 2019 la NASA est toujours en contact avec lesx@®ndes qui ont franchi I'héliopadsé y a
guelques années (Voyager 1) ou quelques mois (\é0\&g

On peut suivre la progression de leur déplacemeressite de la NASA avec le lien suivant :
https://voyager.jpl.nasa.gov/mission/status/

Ulysses. Cette sonde, développée conjointement par I'ESER NASA, a été lancée le 09 octobre
1990 afin d’étudier le Soleil depuis ses zonesipHdgusqu’a sa partie équatoriale au cours d’'un
cycle complet d’activité (environ 11 ans). Pourackkngin devait suivre une trajectoire en dehors
de I'écliptique, I'idéal étant d’étre dans un plaerpendiculaire a ce dernier. Aucune fusée, encore
aujourd’hui, n’était disponible pour atteindre uel tobjectif. On a donc utilisé, la encore,
I'assistance gravitationnelle de Jupiter. Lancéeusie orbite de Hohmann dont la planete géante
était 'aphélie, la sonde a été déviée sur une @ltritrajectoire contenue dans un plan faisant un
angle de 80° avec celui de I'écliptique.

2 ’'héliopause est la frontiére « floue » séparantriilieu interstellaire du Systéme solaire par cappau flux de
particules électrisées (plasma) émis par le Sdeildela de cette limite il n’est plus possibledigtinguer son origine.
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On peut donner d’autres exemples de missions ture retrouvera dans le tableau suivant
contenant en particulier les planetes fournissassistance gravitationnelle accompagnées du
nombre de fois ou elle a été utilisée pour chaqgigsion.

. o Durée | Assistance gravitationnellg
Mission Lancement Destination
voyage| Me | V | T |[Ma| J

Galileo 18/10/1989 Jupiter 6 ans 1 2
Cassini Huygens| 15/10/199Baturne 7 ans 2 1 1
Hayabusa 09/03/2002tokawa 3,5ans 1
Rosetta 02/03/2004T chiouromov Guérg.10,5 ans 3| 3| 1
Messenger 03/08/200Mercure 6,5 ans 3 2 1
New Horizons 19/01/2006PIuton 9,5 ans 1
Dawn 27/09/2007 Vesta - Céres 4 ans N
Hayabusa 23/12/201Ryugu 3,5 ans 1
Osiris REX 08/09/2016Bénou 2 ans 1
Bepi Colombo 19/10/2018Mercure 7 ans 6 2 1

On constate bien, comme indiqué au début de deteartjue les missions vers l'intérieur de notre
Systéme solaire (il faut ralentes sondes donc diminuksur énergie cinétique) nécessitent le plus
souvent un nombre d’interactions supérieur a celiegées vers I'extérieur. Cependant, comme on
peut le voir, le gain énergétique a un codt sitaiésd’augmentation de la longueur du trajet suivi e
donc dans celle de la durée du voyagear exemple le vol direct des sondes Voyager Jigpiter

a duré un peu moins de deux ans alors qu'’il etlaéus de six a Galileo pour atteindre le méme
objectif apres trois relances par assistance gitassinelle.

Conclusion

Les travaux de Michael Minovitch n’avaient rien mwvateur ; ils se placaient dans la continuité de
ceux de nombreux astronorfgsyant étudié le cas restreint du probléme des toips de la
meécanique céleste. Cependant, conduite dans |pgotikee d’'une application aux nouveaux
problemes de l'astronautigue naissante, son étastituait une innovation. En effet le but
poursuivi par M. Minovitch ne se placait pas damdogique de ses prédécesseurs pour lesquels
seule une connaissance précise du mouvement dets dioj Systéme solaire importait. Il s’agissait
pour lui de vérifier une intuition, qu’il tient dea bonne connaissance de la mécanique céleste
« classique », relative a la possibilité de modii@ec un gain énergétique la trajectoire d’une
sonde spatiale lors de son interaction gravitagtiaravec une planéte.

Pour conduire cette vérification, le jeune mathérreat va profiter d’'un outil puissant qu’aucun de
ses prédécesseurs ne possédait : I'ordinateur dppuyant sur des calculs itératifs basés sur les
théories de ses prédécesseurs il a pu calculeordbreuses trajectoires et vérifier qu’il en existai
certaines permettant d’extraire de I'énergie gedidhnelle de la planéte croisée pour accélérer la
sonde étudiée. Aujourd’hui les moyens informatiqdesponibles sont tels qu’il est possible de
passer a la résolution des problemes a N corpsnetdl tenir compte de I'influence des objets plus
lointains pour parvenir a des précisions remarggsatihns I'évaluation des trajectoires envisagées.

22 Cette derniére remarque a une exception notat#e s sondes Voyager 1 et 2 pour lesquelles tEsips de
pouce » gravitationnels des planétes extérieurecamsidérablement raccourci la durée du voyagpefdant cela
n'aurait pas été possible si la finalité des missiavait été de se satelliser autour d’un dessbjet

% En plus de JL Lagrange, déja cité, on peut rappplelques noms d’astronomes ayant fait avancecmmsaissances
dans ce domaine : PS de Laplace (1749-1827), CRubay (1816 — 1872), FF Tisserand (1843 — 189@)okcaré
(1854 — 1912).
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L’assistance gravitationnelle est donc devenue spehsable pour la plupart des voyages
interplanétaires, hormis ceux en direction de Mprsse contentent le plus souvent de suivre une
trajectoire de Hohmann sans profiter d’aucune &sgig gravitationnelle.

Pierre MAGNIEN
04 avril 2019

Ouvrages, articles et liens Internet :

v Vidéo intitulée «'effet de fronde gravitationnelle pour les sondagerplanétaires» dans
laquelle Etienne Parizot, astrophysicien et prefessa I'Université Paris Diderot, nous
entretient du phénomene :
https://www.youtube.com/watch?v=wvztTXNO090

v Site deMichael Minovitch avec de nombreux articles relatifs a I'assistagregitationnelle.
http://www.gravityassist.com/

v Article «Voyage interplanétaire : application a une missianartienne» - Les Cahiers
Clairaut n°127 — aolt 2009 - page 18)
http://clea-astro.eu/archives/cahiers-clairaut/ CLEAhiersClairaut 127 07.pdf

v" Cours de I'Observatoire de Marseilldssistance Gravitationnelle
https://astronomia.fr/seminaires/anneel415/assis@Giavit.php

v' «Astronomie générale - André Danjon chez Albert Blanchard (niveawersitaire)
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Annhexes

Al : Vitesse d’'un objet en un point quelconque deos orbite
On trouve dans le texte I'expression de la vitebse objet (S) en orbite elliptique autour du Sblei
(H) en fonction de sa distancex ce dernier.

P : Périhélie A : Aphélie

OA = a : demi grand axe

Elle est de la forme :

v, =\/G.mH.(2/r ~1/a)

On sait que si les forces appliquées a un poinémehtsont conservatives (c’est a dire dérivenhd’u
potentiel via un gradient) I'’énergie mécanique gt’a dire la somme des énergies cinétique et
potentielle) se conserve au cours du mouvement EHt donc constante. Or, la force
gravitationnelle dérivant du potentiel gravitatiehron peut donc écrire :

E =EC+U = cstqg

()

L'utilisation du théoreme du moment cinétiqaeappligué en O dans le cas d'un mouvement a
force centrale permet de conclure giw#dt = 0 donc :

Nous allons écrire ces deux lois de conservatipour le point matériel S de masse en deux
points particuliers de I'orbite elliptique qui sofdphélie A avec une vitessﬁaet le périhélie P

avec une vitess¥ . Nous utiliserons également les relations enseclgressions des distances a
p

I'aphélie et au périhélie de S en fonction du dgrand-axea et de I'excentricité@ de I'ellipse :
ra=a.(l+eketrp=a.(1-e)

%4 | es mises en équation faites ici tiennent comptéaile quemy >> ms. Ceci concerne en particulier le terme relatif &
I'énergie cinétique qui, dans le cas général, fhoie intervenir la masse rédugetelle quep = ms.my/(ms + my). Si
my >> mg alorspy = me,
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En A nous avons, pour I'énergie tout d’abord ehtement cinétique ensuite :
E=lmyo G.m .m_ 12 _Gm .m,
a 27 s a r 27 sa a(lte
g=m.v.r =m.v.a(lte
a S a a S a

En P nous avons :

E :lm VZ_m:lm VZ_M (1)
p 27 s p r 27 sy a(l-e
g=m.yv.r =m.v.a(l+e)
p S pop S p

Nous avons bien entendiy = E, eto, = 0p. La premiére égalité va nous permettre de détemin
(Vz —Vaz) et la seconde?/p/va Apres quelques calculs algébrigues simples noosteisons a :

, o) 26m
(vp—va) a '(1—e)2.?1+e) @)
v

1
[EN

+

D

-1-e
= V. =15eV 3

=
[EEY

_p
\Y

a

D

En utilisant (3) pour éliminev, dans (2) nous obtenons une expressiorvpaequi est, aprés
regroupements de termes et simplification :

szG.mH (1+e)
p a (1-¢

Nous pouvons maintenant calculer, a l'aide de Fegpion (1),E, qui, du fait de la loi de
conservation de I'énergie, sera égale a I'énergad en n'importe quel point de I'orbite :

G.m .m
- ws v =Gm (2-9
r SH H T a

2

.m.v
S SH

G.m .m
E =E =——&H S
0) p 2a

N =

Nous aboutissons bien a I'expression rechergNée= \/G.mH.(Z/r ~1a)

A2 : Compléments sur la sphere de Hill

Pour déterminer les caractéristiques de la régicentrée sur une planéte et a l'intérieur de ldquel
on souhaite négliger I'influence du Soleil il ndasit fixer un critére quantitatif. Nous dirons dae
limite extérieure de cette zone est constituéd' @asemble des points ou, dans le référentiel lee a
planéte, un point matériel est soumis a une réselides forces appliquées nulle. Sachant que, dans
la pratique, les sondes se déplacent pour la gldpas le plan de I'écliptique, nous nous limiteron
uniguement a I'étude des points contenus dansareqli est approximativement celui de I'orbite

% Jévite ici de parler de sphére car, comme nougeteons, cette région, telle quelle est défirieyne forme assez
complexe et, en tout cas, pas sphérique.
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de la planete. Le référentiel attaché a la plagé@t en rotation autour du Soleil, il n'est pas
galiléen et nous devrons introduire une force dfenge”.

Considérons donc un point matériel de masgdournant autour du Soleil de masag avec la

méme vitesse angulaiteque la planéte de masse. Cette derniere est située a une distapaiu
Soleil. Le rayon de la sphére de Hill, noté précdéaentry,  , sera désigné ici par

Dans un référentiel attaché a la planete (P) eb&tion autour du Soleil, (P) est soumise a deux
forces qui s’équilibrent : la force d’attractionagitationnelle et la force centrifuge. On peut donc
ecrire :
m.c’a =G.m.m /a’
P P P H/ P

% =G.mH/ai

Comme indiqué sur le schéma nous placerons le putériel enql puis en et enfin end.

Soleil

De méme le point matériel est soumis aux forcegrdeitation du SoleillfH et de la planéte

pr ainsi qu’'a la force centrifugl;-z-c. En |k ces forces se placent de la fagon suivante :

otk
I,

m_c’(a +r)=Gm_(m /(a +r)’+m /r?)
Remplacons? par son expression :
3 - 2 2
Gm.m .(a +r)/a=Gm_(m /(a +r)’+m /r?

m .(a + r)/az = mH/(aP +r) + mp/r2

% Nous considérerons dans la suite le référenéel lia planéte emtation dans le référentiel de Copernic et non pas le
référentiel ertranslation curviligne dans lequel il y a conservation du parallélisme aees O’x’ et O'y’ par rapport a
ceux qui leur correspondent dans le référentigloleernic.
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Multiplions les deux membres pas’.(ap+r)%r? :
m.@@ +r)’r’=m .ar’*+m.a.a +ry=>m.a.(a +r=m.(a +r)’r’-m .a’r’
H VP H P PP NP PP NP H VP H P
m.a’.(a +r)’=m .r’@ +3a’r+3a.r’+r)-m .a’r’
PP NP H P P P H P
Apres développement et simplification du membrelaite :

3 2 3 2
m.a.(@ +r’=m r’@a+3a.r+r)|l @

Au point b on a un schéma des forces selon le schéma suivant

< FH Et. “

I,

En développant de la méme maniére que précédenumatitient a la place de I'équation (1) :

m.a.@ -r=m.r.@a@-3a.r+r) (2

Les relations (1) et (2) peuvent se mettre sous s;de et méme forme en introduisant un
coefficient€ qui voudra + 1dans le premier cas et —1 dansclenske

3 2 3 2
m.a.@ +&) =m r.(3a +3a.r+r)

Si r<<a alors (@ +&) =& et 3a +3e.r+r'=3a . L'équation précédente se

simplifie sous la forme :

Selel

My

m.a2=3m .rfa=m.a>=3m .r
PP H P PP H

Finalement enjlet b :

r=agm /3m 3)

Pour une planéte comme Jupiter nous avogieny = 1048et le
rapportr/ap = 0,068 Comme a, vaut 778.10 km cela nous
donne pour environ 53.18 km.

Dans une position quelconque, commgedu point matériel de
masseans le calcul doit tenir compte de la valeur de I'a@l

ey
e
- e

La figure ci-contre qui a permis de faire les cldatroduit une
approximation par rapport a celle présentée plus. i@n y fait le
choix du parallélisme des deux directions (Plan&eleil) —
(Point k, Soleil) afin de simplifier les calculs.
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Les modules deFH et de FP sont donnés par les expressions suivantes :

—

F =G ms.mH/(aP - r.cos(éb)2
F =G.m_m /r’

On a toujours, bien entenda’ = G.mH/ai

En calculant le module de la résultante IéHeet pr - égale et opposée Igc- sur le triangle

guelconque contenant I'angk pris dans le parallélogramme des forces nous obtela relation :

2 2 2 _
F =F +F 2.FP.FH.cos(@

Cependant, ici, la force centrifuglgC n’est plus dans la direction du Soleil et c’estemposante

radiale If(; qui est égale émsaz.[aP —r.cos@)]. Aprés un calcul laborieux et en posant, pour

simplifier I'écriture, @ = 1, mp = 1 (donc m =1048 pour la planéte Jupiter que nous avons fmiise
comme exemple), nous obtenons comme expressionifi@nvgour r :

[1— r.cos(éb]z. cos@ =m _.r’.cos@ .[3— 3r.cos(@) + r’.cos( 6)] (4)

On vérifie que I'expression (4) trouvée est idemtich I'expression (1) podir= 1t et a I'expression
(2) pour® = 0. Pour calculer les différentes valeurs de mrespondantes a différents angkes
variant de 0 a 180° nous faisons la recherche daagpage Excel en débutant avec une premiere

valeur obtenue avec I'expression simplifiée= aps‘/mP/BmH . En prenanip =1 et mp=1 nous

travaillerons autour dée = Z}/BmH =0,0683.

Finalement nous obtenons le tableau suivant paidiférentes expressions obtenues dans les
calculs précédents. Les valeurs de r y sont expsreé 19:

Angle 8 | Expression (1) | Expression (2) | Expression (3) | Expression (4)
0 6,667 6,826 6,667
30 6,689
45 6,714
60 6,748
70 6,773
80 6,799
90 6,826
100 6,853
110 6,879
120 6,903
135 6,934
150 6,958
180 6,978 6,826 6,978
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On voit donc que, par rapport a nos hypotheseslificagrices permettant d’étudier I'effet de
fronde gravitationnelle, I'expression (3) est largat suffisante pour faire I'étude quantitative du
phénomene abordé.

A3 : notations utilisées dans le texte
my : Masse du Soleil

mp : Masse d’'une planéte quelconque
m; : Masse de Jupiter
ms : Masse de la sonde

\7LP : Vitesse planétocentrique de libération de lagtia P
\7mp . Vitesse planétocentrique d’une sonde lors deestrée dans la sphére de Hill de la planete P

VO o Vitesse planétocentrique d’'une sonde lors dssie de la sphéere de Hill de la planete P

—

VMa o Vitesse planétocentrique maximale d’'une sonde de sa traversée de la sphére de Hill de

la planéete P
V  :Vitesse héliocentrique d’une sonde lors de strée dans la sphére de Hill de la planéte P

InH

en général ou Jupiter en particulier

\70utH : Vitesse héliocentrique d’une sonde lors de stiesde la sphére de Hill de la planéte P en
général ou Jupiter en particulier

\7PH . Vitesse héliocentrique de la planéte P

—

VJInH . Vitesse héliocentrique de la planéte Jupites lde I'entrée dans la sphere de Hill par la

sonde
/ : Vitesse héliocentrique de la planéte Jupites @ la sortie de la sphére de Hill de la sonde

JOutH
P . . sier = 4V )/
VJH : Vitesse héliocentrique « moyenne » de la pladepiter (VJH (\/JomH VJInH 2)
AVSH : Variation de la vitesse héliocentrique d’'unedmiors de sa traversée de la sphére de Hill

de la planete Jupiter
ATDSH : Variation de la quantité de mouvement héliodgn& d’'une sonde lors de sa traversee de la

sphére de Hill de la planéte Jupiter
AVJH : Variation de la vitesse héliocentrique de Judibes de la traversée par une sonde de sa

sphére de Hill
AFJJH : Variation de la quantité de mouvement héliogguer de Jupiter lors de la traversée par une

sonde de sa sphere de Hill
AESH : Variation de I'énergie cinétique héliocentriqiane sonde lors de sa traversée de la sphere

de Hill de la planéte Jupiter
AEJH : Variation de I'énergie cinétique héliocentricge Jupiter lors de la traversée par une sonde

de sa sphere de Hill
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