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Les orbites de la Terre et de Mars
la premiére loi de Kepler

Béatrice Sandré

Résumé : Kepler admet le modéle héliocentrique de Copernic : les planetes et la Terre tournent autour du
Soleil. Mais, comment reconstituer les orbites des planétes autour du Soleil, alors que les observations sont
faites depuis la Terre ? C'est le travail que Kepler a réalisé, a partir des mesures de position faites par

Tycho Brahé et que nous allons essayer de reproduire.

Introduction

Vu depuis la Terre, le Soleil décrit un grand cercle
sur la sphére céleste, appelé écliptique. Sur cette
ligne, & une date donnée, sa position peut ére
définie par l'angle Ag :(TO,TS), appd é
longitude écliptique géocentrique du Soleil (T est
le centre de la Terre, S celui du Soleil & O une
direction origine, constituée par la position de S au
moment de |'équinoxe de printemps).

Toujours vue depuis la Terre, la planéte Mars se
déplace pratiquement sur la méme ligne que le
Solell, ce qui signifie que les orbites de la Terre et
de Mars dans le référentiel héliocentrique sont
pratiqguement dans un méme plan. La position de
Mars sur I'écliptique est alors repérée par le seul

angle A,, :('ﬁ)m) appelé longitude écliptique

géocentrique de Mars (M est le centre de la planéte
Mars).

Kepler avait utilisé les mesures de longitudes
écliptiques géocentriques du Soleil et de Mars faites
par Tycho Brahé.

Nous, nous utiliserons le site de I'MCCE (Institut
de Mécanique Céeste & de Cacul des
Ephémérides), pour rdever les longitudes
écliptiques géocentriques du Soleil & de Mars, a
quel ques dates bien choisies.

Le choix des dates : période

synodique et période sidérale
L'intervalle de temps entre deux oppositions de
Mars (les directions du Solell e de Mars, vus depuis

la Terre, sont opposées) est appelé période
synodique de Mars et vaut Sy = 780 jours.

Mais cette période n'éant pas égale a un nombre
entier dannée, pendant la durée Sy, Mars n'a pas
fait un tour autour du Soleil, mais une fraction o. de
tour en plus. Pendant ce temps, la Terre n'a pas fait
2 tours autour du Soleil, mais (2 + o) tours. Si on
note T+ & Ty les périodes sidérales de la Terre et de
Mars (durées dun tour autour du Solel), en
supposant les mouvements uniformes, on en déduit
que:

Sy =1+a)T, =(2+a)T;
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Connaissant Sy = 780 jours e T+ = 365,25 jours, on
en déduit la période sidérale de Mars :

T,, =687jours

A deux dates séparées dun nombre entier de
périodes Ty, la planete Mars occupe la méme
position dans leréférentiel héliocentrique.

La trajectoire de la Terre dans

le référentiel héliocentrique

Détermination d'un point de la trajectoire
Le 28 Aolt 2003, Mars éait en opposition avec le
Solell : lescentres: Sdu Soleil, T, delaTerreet M,
de Mars sont alignés et les longitudes écliptiques
géocentriques du Soleil e de Mars différent de
180°.




Ay, =334°58" et Ay =154°58'
Une période sidérale, soit 687 jours plus tét, Mars
occupait la méme position M, dans le référentiel
héliocentrique tandis que la Terre occupait la
position T. C'&ait le 10 Octobre 2001.
D'aprés I''MCCE, les longitudes écliptiques
géocentriques du Soleil e de Mars a cette date
éaient :

Ay =288°40" et A =197°27'
La distance SM, é&ant choisie comme unité de
longueur, ces mesures dangles permettent de
congtruire le triangle SM,T et donc de placer la
Terre le 10 Octobre 2001 dans le référentiel
héliocentrique :

(lvl_oé,l\ﬁj:xM e,

[TVO,T—éj — koA,

e:(ﬂo,§j=xs—xmo+1so°

Il est possible de recommencer ce travail pour
dautres dates séparées du 28 Ao(t 2003 par un
nombre entier de périodes sidérales. Le tableau ci-
dessous indique les dates utilisées ainsi que les
longitudes écliptiques géocentriques du Soleil et de
Mars a ces différentes dates, données par I'|M CCE:

date As Am r
15/05/1992 55°21' 7°44 0,7324
2/04/1994 12°56' 350°48' 0,7241
18/02/1996 329°29 332°41 0,7156
5/01/1998 285°16' 314°34 0,7122
23/11/1999 241°01 298°05' 0,7150
10/10/2001 197°27 288°40 0,7231
15/07/2005 113°17 22°22' 0,7362

A toutes ces dates séparées d'un nombre entier de
périodes sidérales, la planete Mars occupe la méme
position M, dans le référentiel héliocentrique. On
peut de la méme maniére que pour le 10 Octobre
2001, calculer les coordonnées (r; , &) puis (X , Vi)

delaTerredans lerepére (S, u,, uyj .
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Les constructions a la minute d'angle prés éant bien
difficiles a réaliser, nous calculerons la position de

T (en utilisant les relations d'Al Kashi) en
coordonnées polaires :
sin(A,, —A
r:ST:SMOX—_( M Mo)
sin(As—2y)

e:(sﬁ;,g}xs—xmﬂw

Soit (ux,uyj la base cartésienne dans le plan du

mouvement (plan de [I'écliptique) telle que
u, =SM, . Les coordonnées cartésiennes de la

Terrele 10 Octobre 2001 dans cette base sont :
X=rcosO & y=rsné

u
Yl x T

n
¢
<

La derniere colonne du tableau donne les valeurs
des r; ainsi calculés. Ces valeurs n'éant pas
constantes, la trgjectoire de la Terre n'est pas un
cercle centré sur le Soleil. Nous supposons que c'est
une ellipse dont nous allons rechercher les
caractéristiques (centre, foyer et excentricité).

L'ellipse des "moindres carrés"

En coordonnées cartésiennes, I'équation générale
d'une ellipse peut sécrire:

x? =ay’ +bxy+cx+dy+ f

ou a,b,c,d,f sont les constantes caractérisant I'dllipse
et sa position.




A l'aide dun logicid de calcul forme (ici, nous
utiliserons Mapple), on recherche les valeurs de ces
cing paramétres tels que I'élipse passe au plus pres
des sept positions de la Tere précédemment
déterminées. C'est I'élipse des moindres carrés. Le
calcul nous fournit les valeurs suivantes :

a =-0,9996

b = -0,0002594
¢ =+0,01495

d =-0,01926

f =+0,5242

a et b sont des coefficients sans dimension mais c et
d sont homogenes & des longueurs e f a une
surface. L'unité de longueur choisie est la distance
Soleil — Mars au moment de I'opposition du 28 Aot
2003.

Caractéristiques géométriques de |'orbite
de la Terre
Si l'origine S éait au centre de I'dlipse, son
équation serait delaforme:

X?=a Y?+B XY +¢
afin de satisfaire I'invariance par changement de X
en-XetYen-Y.
Les coefficients ¢ et d n'éant pas nuls, le Soleil n'est
pas au centre de I'dlipse et les coordonnées xc e yc
du centre sobtiennent en identifiant :

x> =ay’ +bxy +cx+dy+ f
(X_Xc)2 =a(y_yc)2 +,B(x—xc)(y—yc)+8

quelles que soient les valeurs de x et y. On en
déduit :

a=a
p=b
_ 2ac—hd
° da+b’
_ bc+2d
e~ p_aa

e="f+x2—ay’-bx.y,
Le calcul nous donne:

X, = +0,007477
y. =—0,009635
¢ =+0,5243

Si les axes de l'dlipse éaient colinéaires a
- -

u, etu,, I'équation de I'ellipse pourrait sécrire
sous laforme:

At

ce qui est impossible ici, le coefficient f éant non
nul.
Pour I'écrire sous cette forme, il faudrait amener les
axes du repéere sur les axes de I'élipse par une
rotation d'un angle ¢.
L'identification entre les deux équations de I'éllipse
permet de montrer que:

A* +B%tan® ¢

B® + A*tan® ¢
B 2tang(A* — B?)

B* + A*tan® ¢

e A’B?(1+tan’® @)
B® + A*tan® ¢

En résolvant ce systéme d'équations, il est possible
de déterminer les constantes A, B e ¢ en fonction
dea, b et e A et B sont les longueurs des deux axes
de I'dlipse ; ¢ est I'angle formé par ces deux axes

b=

- -
avec la base (ux,uyj. Le calcul nous donne :

A=0,724278
B = 0,724095
tang = —3,600

Les mesures des deux axes permettent de calculer
I'excentricité de I'orbite terrestre :

BZ
e= 1—p =0,0224

A, grand axe de l'orbite terrestre, est I'unité
astronomique ; mais, l'unité de longueur choisie
pour exprimer les longueurs des deux axes éant la
distance Soleil — Mars au moment de |'opposition

du 28 Aodt 2003, % est la distance de Mars au

Soleil, en unité astronomique, le 28 Aot 2003 :
1
— =1,3807
A

La longitude écliptique héliocentrique du grand axe
del'dlipse et donc de son périgée P est :



Jop =@+ Ly = 260,5°

Or, daprés I'lMCCE,
e=0,0167 ; %=l38 ; Ap=283°

Les valeurs trouvées pour I'excentricité et la
direction du grand axe ne sont pas trés bonnes.

En recommencant le travail avec davantage de
points de mesure (13 au lieu de 7), les résultats ne
sont pas amdliorés.

Mais, s I'on suppose que le Solell est au foyer de
I'ellipse, on peut déterminer I'excentricité e la
direction du grand axe par une autre méthode.
L'origine des coordonnées est toujours en S, C éant
le centre de I'élipse (de coordonnées xc et yc ) & P
I'intersection de la demi-droite CS et de I'élipse (de
coordonnées xp €t yp ).

La droite CS fait avec |'axe des abscisses un angle

défini par tane _ e
X

C

; la longitude écliptique

héliocentrique de P est donc A, = @+2,,

Lecalcul donne:
Ap =282,8°

Les coordonnées de P sont les solutions du systeme
d'équation :
X2, = ay? + bX, Yp + CXo + dy, +

Ye
Yo =7""%
Xc

L'excentricitéde l'orbitedela Terreest :

CP (XP _Xc)2 +(yp _yc)2

Lecalcul donne:
€=0,0168

Les résultats sont donc nettement meilleurs.

Or, la principale approximation que nous ayons
faite, consiste & supposer que les trajectoires de la
Terre et de mars sont rigoureusement dans un méme

plan. Ceci revient & dé&erminer une projection de la
trajectoire de Terre. Or, en projetant une ellipse, on
obtient une autre ellipse dont le centre est la
projection du centre mais dont le foyer n'est pas la
projection du foyer et dont le grand axe n'est pas la
projection du grand axe. Cependant, la projection de
la droite CSP reste une droite, e sur une droite, les
rapports des longueurs sont conserves. C'est sans
doute pourquoi la deuxiéme méthode donne de bien
meilleurs résultats.

La trajectoire de Mars dans le

référentiel héliocentrique
Détermination d'un point de la trajectoire

Soit T, e T, les positions de la Terre dans le
référentiel héliocentrique a deux dates séparées par
une période sidérale de Mars soit 687 jours : le 1%
Janvier 2003 et le 18 Novembre 2004 par exemple.
A ces deux dates, Mars occupe la méme position
inconnue M dans le référentiel héliocentrique et
on connait les longitudes écliptiques géocentriques
deMars et du Soleil :

Ag, = 280°54
Ay = 230°3

s, = 236°41
Ay, = 214°57"

Pour chacune des deux dates, il est possible de
déterminer la position de la Terre sur son orbite: la
droite ST fait avec la droite SM, un angle

e:(sﬁ;,gj:xs—xmﬂsom

A ces deux dates, la planéte Mars occupe la méme
position M.
Connaissant les angles :

o o

[SV)O,Tl—M)j = }\‘Ml Ay, € [Sﬁ;i-rz—l\;lj = }\‘Mz — Ay
on construit les droites T:M et ToM. Aux deux dates
considérées, la planete Mars est a l'intersection de

ces deux droites.



M, est toujours la position de Mars au moment de
I'opposition du 28 Aolt 2003 ;

— -

SM, =u, esttoujoursle vecteur unitaire du repere

cartéden(S,ux,uyj

Mais les constructions ne sont pas assez précises et
nous aurons de nouveau recours au calcul pour
déterminer les positionsde Ty, T, et M.

Les coordonnées de la Terre sont les solutions du
systéme d'équation :

y = xtané
x> =ay’ +bxy +cx+dy + f

Soit (X1, Y1) € (X2, Y2) les coordonnées de la Terre
ainsi déterminées le 1¥ Janvier 2003 e le 18
Novembre 2004. Les coordonnées de la planete
Mars a ces deux dates sont la solution du systéme
d'équation :

y=%-+ (x— Xl) tan(ﬂ“Ml _AMO)
y= y2+(X_X2)tan(ﬂ“M2 _AMO)

Pour avoir plusieurs points de latrgjectoire de Mars,
il suffit de recommencer ce travail pour plusieurs
couples de dates, chague couple éant constitué de
deux dates séparées par une période sidérale de
Mars. Pour chaque date il est nécessaire de
connaitre la longitude écliptique géocentrique du
Soleil pour déerminer la position de la Terre dans
le référentid héiocentrique e la longitude

écliptique géocentrique de Mars pour déerminer la
position de Mars toujours dans ce méme
référentiel.

La trgjectoire de Mars é&ant supposee dliptique, il
est nécessaire de considérer au moins 5 couples de
dates ; pour plus de précisions, nous en avons
utilisé huit.

dates As Am dates As Am

01/01/2003 | 280°54' | 230°02' | 18/11/2004 | 236°40'" | 214°57"

01/04/2003 | 11°36' | 287°34' | 16/02/2005 | 328°07" | 277°01'

01/07/2003 | 99°29' | 335°26' | 18/05/2005 | 57°51' | 342°42

01/10/2003 | 188°08" | 330°12' | 18/08/2005 | 145°51' | 41°25'

01/01/2002 | 281°10" | 347°26' | 19/11/2003 | 236°58' | 345°29'

01/04/2002 | 11°50' | 51°47 | 17/02/2004 | 328°21' | 39°05'

01/07/2002 | 99°44' | 112°20' | 18/05/2004 | 58°03' | 97°09'

01/10/2002 | 188°23' | 171°05' | 18/08/2004 | 146°03' | 155°13'

Ellipse des « moindres carrés »
Par la méme méthode que pour la Terre, on
recherche I'égquation de I'éllipse passant au plus pres
de ces huit points. Elle est delaforme:

x> =a, Yy’ +b,xy+c, x+d,y+ f,
et le logicid de calcul formel nous fournit les

valeurs des cinq constantes caractérisant la
"meilleure” dlipse:

a, =-10100
b, =-0,003108
c, =-0,2063
d,, =-0,006017
f,, =+12065

['unité de longueur éant toujours la distance SM,,.




Caractéristiques géométriques de |'orbite

de Mars
L'égquation de I'orbite de Mars peut aussi ére écrite
sous laforme:

(X — Xem )2 =

ay (y_ Yewm )2 +by, (X_ Xem )(y_ Yewm )+5M
ol Xy, €t Y, sont les coordonnées cartésiennes du
centre de I'éllipse de Mars. Le calcul donne::

Xoy =-0,10316
You =—0,002820
g, =+12171

Ay et By les longueurs des axes de I'ellipse et ¢m
I'angle formé par ces axes avec le repére (J;Jyj
sont les solutions du systeme d'équations :
A’ + B,  tan’ ,
B, Z+A, tang,
by, :_ZtanQDM (AMZ _BMZ)
B, + A, tan g,
_A,%B, (L+tan’ g, )
B, +A, tan’ g,

ay =

En

Lecalcul donne:
A,, =110337 ; B,, =109764

Le grand axe de I'orbite de Mars, mesuré en unité
astronomique est donc :

A, _ 110337

=1523ua
A 0,724278

En supposant que le Soleil est au foyer de I'éllipse,
on déermine la direction du grand axe, identique &

celedeladroiteCuS: Apy =@y +1,, €

tang,, = Jou

CM

Lecalcul donne: Ay, =336,5°

Pour déerminer I'excentricité de I'orbite, on
détermine la position du périhéie Py, intersection
de la droite CyS e de l'orbite de Mars. Ses
coordonnées Xpy € Ypv Sont donc les solutions du
systéme d'équation :

2 2
Xem = Ay Yeu +bMXPM Yem t---

Cum Xpm +d|v| Yeu + fM

_ Yom

Yem

X PM
CM

L'excentricité de I'orbite delaMarsest :
e _ CMS _\/ X(23M+y(22M
v = =
CM I:)M (XPM _XCM )2 +(yPM _yCM )2

Lecalcul donne: €,, = 0,0934

D'apres I'MCCE,
AA—M=L524 ua. ; Apy =336,4° ; e, =0,0934
Les longitudes écliptiques géocentriques du Soleil
e de Mars a des dates bien choisies, nous ont
permis de reconstituer les trajectoires de la Terre et
de Mars dans le référentiel héiocentrique. Ces
trajectoires sont des ellipses ayant le Solell pour
foyer. C'est lapremiereloi de Kepler.

|

Comment tracer une ellipse...

- SO -
Avec unescie...

Nous verrons la prochaine fois comment dessiner
une ellipse approchée avec une regle et un compas...
Cherchez... Cen'est pasfacile!
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