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Solution de I'équation ax’=b, par Clairaut

G. Paturel, Observatoire de Lyon

Résumeé : Voici donc les trois solutions de I'équation proposée dans le Cahier précédent,

telles que Alexis Clairaut les trouve.

Introduction

Dans son livre : "ELEMENS D'ALGEBRE"
(sic), Clairaut se pose le probléme de trouver
les solutions de I'équation simple ax’=b, que
l'on écrira avec Clairaut x’=bfa. 11
remarque que, cette équation étant du
troisieme degré, on est en droit d'attendre
trois solutions. Or une solution simple

s'impose :
a

Clairaut note qu'il n'y a pas d'ambiguité de
signe, comme ce serait le cas pour I'équation
x*=b/a. En d'autres termes, X est toujours du
signe de b/a, car le cube d'une quantité
négative est négatif et le cube d'une quantité
positive est positif.

Est-ce une solution triple ? Existe-t-il
d'autres solutions et si oui comment les
trouver ?

C'est ce que nous allons découvrir en suivant
les calculs de Clairaut.

La solution

On sait qu'une équation du troisiéme degré

en X qui a trois racines Iy, Iz, I's, peut s'écrire

sous la forme trés générale :
(X=r)(X=r)(x-r)=0.

On le vérifie de manic¢re évidente en
donnant a X la valeur d'une des trois racines.
Ecrivons donc avec Clairaut I'équation sous la
forme X’ —¢’> =0 (ce qui signifie simplement
que l'on a posé :
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\/B
C=3—
a

Une solution étant : X=C, X° —¢° doit étre
divisible par X—C.
En effet, on vérifie aisément que :

3 3
x> —c
=x?+cx+c?

X—C
Les deux autres solutions cherchées sont donc
les racines de :
X*+cx+¢>=0.
On sait résoudre les équations du second degré.
Les deux solutions sont :

x=—lct |3
2 4

Donc finalement les trois solutions de I'équation
ax®=b sont les suivantes (apres que l'on ait
remplacé C par sa valeur) :

et

Maintenant amusez-vous a lire Clairaut
dans le texte. Vous verrez au passage que les
savants avaient une curieuse facon de noter
les puissances. C'est une forme que l'on
retrouve dans certains langages pour
ordinateurs ; il est en effet plus précis pour
les machines de calculer cxC que c°
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Solution de l'équation ax3=b, par Clairaut


G. Paturel, Observatoire de Lyon


Résumé : Voici donc les trois solutions de l'équation proposée dans le Cahier précédent, telles que Alexis Clairaut les trouve.

Introduction


Dans son livre : "élémens d'algèbre" (sic), Clairaut se pose le problème de trouver les solutions de l'équation simple ax3=b, que l'on écrira avec Clairaut : x3=b/a. Il remarque que, cette équation étant du troisième degré, on est en droit d'attendre trois solutions. Or une solution simple s'impose :
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Clairaut note qu'il n'y a pas d'ambiguïté de signe, comme ce serait le cas pour l'équation x2=b/a.  En d'autres termes, x est toujours du signe de b/a, car le cube d'une quantité négative est négatif et le cube d'une quantité positive est positif.

Est-ce une solution triple ? Existe-t-il d'autres solutions et si oui comment les trouver ?


C'est ce que nous allons découvrir en suivant les calculs de Clairaut. 

La solution


On sait qu'une équation du troisième degré en x qui a trois racines r1, r2, r3, peut s'écrire sous la forme très générale :
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On le vérifie de manière évidente en donnant à x la valeur d'une des trois racines. écrivons donc avec Clairaut l'équation sous la forme 
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 (ce qui signifie simplement que l'on a posé :
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Une solution étant :
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 doit être divisible par 
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En effet, on vérifie aisément que :
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Les deux autres solutions cherchées sont donc les racines de : 
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On sait résoudre les équations du second degré. Les deux solutions sont :
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Donc finalement les trois solutions de l'équation ax3=b sont les suivantes (après que l'on ait remplacé c par sa valeur) :




[image: image11.wmf]3


a


b


x


+


=




et




[image: image12.wmf]3


2


3


4


3


2


1


÷


ø


ö


ç


è


æ


-


±


-


=


a


b


a


b


x




Maintenant amusez-vous à lire Clairaut dans le texte. Vous verrez au passage que les savants avaient une curieuse façon de noter les puissances. C'est une forme que l'on retrouve dans certains langages pour ordinateurs ; il est en effet plus précis pour les machines de calculer 

[image: image13.wmf]c


c


´


 que c2.


[image: image14.jpg]2 Erfmens p ALGLBRF

résoudre les équations qui echappent

méthode. . I coue
L

tions dutroi-

sidme depre NOUSCOMmencerons par les équ Y
L :{r- [} q 1ations qlll ne cons=

Deséqua-  Pour aller du plus simple au plus composé,

£ tiennent que deux tumes : supposons d'abord
qu'elles nemontent qu'autroisieme degré, comme
R 5

Pour résoudre ces équations, il est bien aisé
d’ 1m§&u§¢rd! délivrer d'abord = de son coefi-
cient, et de prendre la racine cube des deux
On
s membres. Le caractere qu'on emploie pour ex-

;“::f"t 6 primer la racine cube, est le méme que celui
! o
Her laraiine dont on se sert dans la racine quarrée 3 mais l'on

b
by met 3 au-dessus pour le distinguer,

Ainsi, pour exprimer la valeur de = qu'on tire

de I'éguation 2 23 = b, oua’ = , on écrit

£ eyl
s

: .i-’-"_—_%;‘g—’. Si, par exemple , b = l'oo‘o',‘ et

—_—

a=12, onax =y 500, : >
N 1L

11 faur observer qu'on n'a pas ici, comme
‘*ﬂnu*les racines quarlus la liberté de mettre
W‘bﬁ-—- devant le signe radical ; mais qu'au
‘contraire, la racine cube dune quantité est

s de méme mgne que la quanrité elle=
e que le cube d'une quantité posi-

SH————— e e et

I Ve PAnRTIE 3
tive est posmt et que celui d'une qnan;ue né-
g:mvg est ne gaut

p 15 B IS

Cette résolution fournit assez naturellement
une réflexion qui paroit contredire celles qu'on
a faites prucudummem sur les nombres des raci-
nes des équations. Car, un cube n ayanr qu'une
vacine, et cette racine n'ayant qu'un signe, il
ne paroit pas quune équation telle que a a7 =
donne plus d'une valeur de a5 ; cependant , sui-
vant ce qu'on a vu ci-dessus, on devroit s'at-
tendre A trouver trois racines dans une équation
du troisitme  degré, de méme que deux dans
une du second.

Que conclure de cette réflexion ? Abandon-
nera-t-on ce principe si satisfaisant par sa gé-

_ néralité, er qui suit naturellement de la forma-

tion des équations , exposée dans la HI™. Par-

‘tg%nrtlde 11? Voici le denonement de certe
culté tiré de la formation méme.

Qu'on mette l'équation a & = b sous cette

forme I} == O, qu on mette aussx sa ra-

cme o ‘/ b _sous la formex—‘/

. N 1]
qu'on divise alors x? — —parz—y/ —, on
a PR

trouvera une ¢quation du second degré qui con-
tiendra les deux autres racines,
: A2






[image: image15.jpg]4 Erétmens D’ ALGEBRE,
Pour en faire le caleul plus aisément , soit fait
b . 3 s
— =, onaura donc, au lieu des équations
a

précédentes, 2 — = o0, ¢t T — ¢ =03
divisant la premiere par la seconde, il vient
au quotient X —+ ¢ & —+ cc=o, dont les
deux racines sont exprimées par & = — 3 ¢
== ¢/ — 1 cc, et deviendront la seconde et la
troisieme valeur cherchée de z dans I'équarion
7 — -—:— , aussi-tér.qu'on aura remisa la place

.

a

S

TLa substitution faite, les deux valeurs de x se

rouveront exprimées par @ — 1/ =t
—

A 56 3% T
‘/ — 3 — Car on voit que le quarré
dire, le produit de 4 e

N

- par /i doitérre

~ aa

et qu'en généra_l

* Commen: 12 mulziplicationdes racines cubes, comme celle -

on multiplie > : ; e
i radicue 45 Facines quarrées, se fait en multipliant d’a-

- bord les quantités qui sont sous le signe radi-

produit.
x S

trois racines de I'équation proposée

cal, er en metrant ensuite ce signe devant le

R e it RN s \MM‘&?MM

EVET SRR LR e

-
Ve PA RET TSR 5
b y Racines :{b
i r= r = =T 7 I'dquationdn
2 25 — b, sont donc §rs ekt | 5

gré A daux

PR h
b bb i 13 e
3 R e ened Vv termes.
V oo "*‘\/—'4\’/ e ) ‘

e ‘/ SN Ly, premiere réelle , et les
4 oo

deux autres imaginaires, mais cependalnt tou-
jours telles, quon peut dire qu'elles résolvent
'équation proposée.

b

. » « ’ . .
S\leOSOﬂS maintenant qu on ait une equatxon Des équa

, tions 4 deux

3 deux termes d'un degré quelconque, on Tainss s o

3 e 1 d’un  degr

soudra de la méme maniere, €n employant un i te.
radical dont Vexposant soit cclui que I'inconnue

a dans cetre équation. Soit , par exemple, I'é-

i AT EES  en ti-
quation @ " = b, ou a" = —;—-,one 5

; iy b
reraz=y — -

Si m est un nombre impair , cette quznmc

- A ’ . s
ne pourra Etre que NEZATIVE, lorsque ——5

ra négatf, et elle ne pourra etre que positive,

b il el
lorsglig—r=gera positif. Si m est un nombre

pair, la racine aura , comme dans h; sccond.
degré , le signe ==, et elle ne sera reelle que
b =3 R
lorsque —— sera positif. Dans le cas ou—r=
; a b groddand ¥ 2
éoatif j i ines
~sera négatif (m toujours pair), ‘es deux raci
- A3




■

_1213976376.unknown



_1213976684.unknown



_1213979593.unknown



_1213979703.unknown



_1213980002.unknown



_1213977229.unknown



_1213976512.unknown



_1213976523.unknown



_1213976465.unknown



_1213976038.unknown



_1213976114.unknown



_1213975959.unknown



_1213975976.unknown



paturel�
N09clairaut.doc�


30 CC N°115 automne 2006





