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Paul Perbost (Nice)

N.DLLLR, Notre Collegue Perbost nous a donné (Cahiers Clairaut n*65. p30-461 la description,

le principe et fa méthode de construction du cadran hifilaire ; il compiéie atjourd’hui cette

préscntation en nous proposant un peu de géométrie. ..

9. Etude analytique des arcs de déclinaison

a) Préambule

La forme et la position de la trajectoire décrite quotidiennement par le
‘point d'ombre” sur la table du cadran varie d'un jour a l'autre et se retrouve identique a
elle-méme au bout d'une année. Cette trajectoire, ordinairement curviligne, tourne sa
concavité tanidt vers le Nord et tantdt vers le Sud, du moins sous nos latitudes. Cependant,
a I'époque des équinoxes elle "dégénére” en une droite : véritable ligne de partage des arcs
parcourus par I'ombre, on le nomme précisément 'équincxiale du cadran. Parmi les arcs de
déclinaison, deux sont particuliérement importants : les arcs des solstices. Les Anciens
savalent qu'aux épcques correspendantes, le gnomon, simple piquet verticai. avait une ombre
méridienne maximale ou minimale. C'est pourquoi le gnomen est scuvent appelé héliotrope,
c'est a dire étymologiquement “indicateur des conversions du Soleil” (ou encore des
solstices). Bien plus qu'une horloge. le cadran solaire fut d'abord un calendrier. qui permit
d'établir la durée de P'année, les équinoxes, les solstices, les latitudes géographiques,
Uobliquité de V'écliptique, etc. Citons 4 ce propos les noms de Hipparque, de Prolémée, de
Vitruve, de Pythéas, etc qui firent du gnomon un usage savant.

A ce point de vue, les arcs de déciinaison ont autant d'importance que les lignes
horaires. Nous avons déja examiné une méthode numeérique qui permet de les construire point
par point. Mais, pour connaitre leur nature géométrique précise, il faut faire une étude
mathématique rigoureuse. Plusieurs méthedes peuvent étre envisagées. Nous choisirons la
vole analytique, qui nous a déja conduit au tracé des lignes horaires. Pour suivre le
développement, il sera utile de se reporier aux figures et, en particulier & la figure 2 (Cahiers
Clairaut 65, p.32).

b) Principe

Les arcs de déclinaison, ou ensembles des points M(x,v} sont définis
implicitement par une relation contenant uniquement leurs coordonnées rapportées au repére
(0.1, ]), la déclinaison du Soleil (8). la latitude (®) et la longueur (1) choisie arbitrairement, a
I'exclusion évidemment de langie horaire (H).

¢) Calculs : a la recherche d'une &quation

Pour élimmner H, d'entrée, considérons les égalités suivantes qui lient les coordonnées
horizontales {a.h) aux coordonnées horaires {H.6) en un lieu de latitude ¢ :
cos § sin H = cos h sin a
cos 6 cos H = sinh cos @ + cos h sin  cos a
(Ct André Danjon, Astronomie générale, p.47). Leur addition, aprés élévation au carré,
entraine la suivante ol H a disparu :

cos?8 = coszh sin? a + sin?h cos?® + 2 sin h cos h sin O cos ® cos a + cos’h sin?Q cos’a

C'est la "clef du probléme". Tout se raméne maintenant & exprimer les termes ou figure
h en fonction des coordonnées (x.v) de M, de 4, de 1 et de @.
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Rappelons ensuite I'expression des coordonnées de M
x = 1' sin a cotg h
v =1 cos a cotg h
Par combinaison linéaire, on en tire aisément :
12x2 + 1'2y2 = 121'2cotg?h
12x2 + 1'2y2
qui donne cotg’h = — 77

De cette expression, on tire celles de sinZh et de cos’h. Puisque I/I' = sin ¢ dans le cadran
bifilaire. on obtient aprés des calculs gue le lecteur curieux aura plaisir a veritier

{Y) (sin28)x? - {cos28-sinZ8)y? + (1 sin2@)y - 17 (cos?é - cos?() = O

Sans entrer dans le détail de la discussion sur la nature de la courbe définie par cette
gquation, bornons-nous a rappeler qu'elle définit une famille de coniques. dont le genre
dépend des coefficients c'est & dire conjointement de © et de 6, comme pour d'autres types
de cadrans solaires.

d) Réduction de I'équation

Dans le cas général, (7) est une conique a centre (ellipse ou hyperbole). On démontre
d'ailieurs que ce centre W a pour cocrdonnées
sin ¢ cos @
x =01y = I755578 - sinl

A partir de ta, en procédant & une translation des anciens axes amenant la nouvelle origine en
w, on obtient 'équation réduite de la conique :

Y2 X2
(1) BT - ar -1 =0
sinZé cos?é cos?§

2 -2 2 2 _ )2 :
avec b® = 17 T{eas78 - SRR} et a® = I¥ TcosZ8 - smih

(I') est V'équation d'une ellipse si la latitude géographique est supérieure au complément de la
valeur absolue de la déclinaison, ce qui ne se produit que dans les zones polaires ; dans tous
les autres cas. c'est une hyperbole et I'arc de déclinaison est, & proprement parler, un arc
d'hyperbole.

A l'exception , évidemment, des jours d'équinoxe, & = 0 ou l'équation (Y} se réduit a
celle d'une droite :

veos @ -lsm@ =0

les lecteurs amateurs de calcul se plairont a trouver les sommets de (I') sur la
méridienne et a calculer I'angle 28 des asymptotes dont la moitié est donnée pat tg 6 = b/a.
On en déduirait, par exemple, 'écart entre les azimurs au lever ou au coucher du Soletl pour
les déclinaisons extrémales du Soleil (solstices) au lieu considéré.

D7. Taches solaires et rotation du Soleil

Une série de 20 diapositives du CLEA réalisée par
Jean-Paul Rosenstiehl (lycée Montesquieu, Le Mans)

{Un document qui permet |'étude de la rotation du Soleil, méme un
jour de pluie ou dans une salle de classe sans ouverture suf le ciell
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